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NOTACIONES MATEMATICAS*

L. RELACIONES ENTRE LAS MAGNITUDES

= igual
= idénticamente jgual
# desigual
a2 aproximadamente igual
< menor .
> mayor
= menor o igual
= mayor o igual
II. ALGEBRA
la] valor absoluto del numero a
+ suma (maés)
- resta (menos)
6 X multiplicacién, por ejemplo: a-b 6 a x b; frecuentemente se omite
el signo de multiplicacion, por ejemplo: ab
16— division (a: b 6 %)
am__ aelevado a m
\/ rafz cuadrada, por ejemplo: \/ a
", _. ", __
vV rafz n-ésima, por ejemplo: \/a
logy logaritmo de base b, por ejemplo: 5 = log, 32 (p4g. 149)
Ig logaritmo decimal, por ejemplo: 2 = 1g 100 (pag. 149)
In logaritmo natural, por ejemplo: 1 = In e (pag. 149)
O, [1L{}. paréntesis (sucesién de operaciones)
! factorial, por ejemplo: a!; 6! = 1-2.3.4.5.6 = 720 (pag. 185)

1I1. GEOMETR{A

€L es perpendicular
1l es paralela

#* es igual y paralela

~ €s semejante, por ejemplo: A ABC ~ ADEF

A tridngulo

£ dngulo (a veces ), por ejemplo: £ ABC, < ABC
. S

n\’ arco, por ejemplo: AB

.

minuto

grado . } de dngulos o de arcos,
segundo

pof ejemplo: 32° 14’ 11,5

* En paréntesis se indican las paginas del manual en que son explicados los con-
ceptos correspondicntes.
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IV. TRIGONOMETRIA FUNCIONES HIPERBGLICAS

sen
cos

1g

ctg

sec
cosec
Arc sen
Arc cos
Arctg
Arc ctg
arc sen
arc cos
arc tg
arc ctg

sh

dx * dx*

seno
coseno
tangente
cotangente
secante
cosecante

arco seno

arco coseno
arco tangente
arco cotangente

valnr principal del arco seno
valor principal del arco coseno .
valor principal del arco tangente (pag. 217.)

valor principal del arco cotangente .
seno hiperbodlico
coseno hiperbdlico
tangente hiperbdlica
cotangente hiperbolica
secante hiperbdlica
cosecante hiperbdlica

4rea-seno hiperbélico

area-coseno hiperbélico .
drea-tangente hiperbdlica (pdg. 226.)
area-cotangente hiperbdlica

(pag. 207.)

(p4g. 216.)

(pig. 223.)

V. DESIGNACIONES DE CONSTANTES
cantidad constante (constante)
razén de la longitud de la circunferencia al diimetro (pig. 1

base de los logaritmos naturales (pig. 324.)
constante de Euler (pag. 324.)

VI. ANALISIS MATEMATICO

limite (pig. 310,320.) | ciemplo:

tiende a . . 1\¥

A . e lim (I + ) =e
infinito N > oo N

suma

suma en la cual i varia desde 1 hasta n

designaciones de funciones, por ejemplo: y = f(x), u = ¢(x. y, 2)
incremento, por ejemplo: 4x

diferencial, por ejemplo: dx (pag. 355.)

diferencial parcial, por ejemplo: dzu (pag. 356.)

designaciones de las derivadas sucesivas de la funcién de una va-
riable: por ejemplo, dela funcién y = f(x): f/(x), f7(x), f'"(x),
SV, ¥ ¥ Y Y, 3, 8, 7, T, (pag. 353, 357)

2
derivada primera, por ejemplo: dy , diy ,
derivada segunda, dx’ dx?

ete. etc. (pag. 353, 356.)
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signo de la derivada (operador de derivacién), por ejemplo:
Dy = y’, Dty = y”’, etc. (pag. 353, 357.)

derivadas parciales, por ejemplo:

’ of orf
S ), Bx At etc. (pags. 354, 357)

integral (pag. 386)

integral definida desde el limite inferior a hasta el }imite superior
b (pag. 440)

integral curvilinea tomada sobre el arco K o sobre la proyeccién
del arco K (pég. 470, 472)

integral sobre la superficie S, sobre el volumen V (pgs. 479, 481)

integral doble l
(pdg. 479, 481)
integral triple [

VII. NUMEROS COMPLEJOS

unidad imaginaria (it = —1) (pag. 566)

parte real del numero a (pag. 566

parte imaginaria del nimero a (pag. 566)

médulo de a (pag. 567)

argumento de a (pig. 567)

numero conjugado con a, por ejemplo: @ = 2+3/, d = 23|
(pég. 568)

logaritmo (natural) de un nimero complejo (pig. 574)

VIII. CALCULO VECTORIAL

designaciones de vectores (pig. 596)

vector unitario de la misma direccién que el vector a (pig. 596)

versores fund ales de un sist ortogonal de coordenadas
(péag. 598)

longitud (valor absoluto) del vector a (pég. 596)

igualdad, suma,resta de vectores (pigs. 596, 597)

multiplicacién de un escalar por un vector (pég. 596, 597)
producto escalar de vectores (pag. 600)
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axb 6 [ab] producto vectorial de vectores (pig. 600)
abc = a(bxc) producto mixto de tres vectores (pig. 600)
Ay, Gy, G coordenadas del vector a en un sistema cartesiano (pag. 598).
v operador diferencial de Hamilton (“nabla”) (pag. 626)
A operador de Laplace (pig. 627)
grad gradiente de un campo escalar (grad ¢ = V) (pag. 615)
div divergencia de un campo vectorial (div ¥ = vV)(pdg. 623)
raob rotor de un campo vectorial (rotV = v x V) (pag. 624)
Fr derivada de un campo escalar en la direccion de ¢ (pig. 615).
ALFABETO GRIEGO ALFABETO RUSO
Aa — alfa Nv — ny Aa —a Pp —r
Bf — beta ¢ —xi B6 —b Cc —s
Iy — gamma Oo — omicron| Bs — v Tr —t
46 — delta IIn — pi ' - g Vy —u
Ee - epsilon Pp —r10 Ao —d o9 —f
Z{ — zeta Zog — sigma Be —¢ Xx —j
Hn — eta Tt - tau Bé —yo Ly —ts
€6 — theta Yv - ypsilon | XKx — zh Ya - ch
Ii — iota o —fi 33 — z(ds) Hlw — sh
Kx — kappa Xy —ii Urn —i Ol — sch
AA — lambda Py — psi Mt —y Bbb - signo de dureza
Mu — my Qw — omega Kx —k bint — i (dura)
Jdn -1 br — signo de blan-
MM —m dura
He -n Do — e (abierta)
Oo —-o 1010 — yu
IMn —p As — ya




PRIMERA PARTE
TABLAS Y GRAFICAS

I. TABLAS

Interpolacién. La mayoria de las tablas incluidas mds abajo dan los
valores de las funciones con cuatro cifras significativas, para los valores
del argumento con tres cifras. Si el argumento se ha dado con mayor
exactitud y el valor de la funcién buscado no se puede encontrar directa-
mente en las tablas, es necesario recurrir a la interpolacién. La mis sim-
ple es la interpolacion lineal en la cual se supone que el incremento de la
funcién es proporcional al incremento del argumento. Si el valor dado
del argumento x yace entre los valores incluidos en la tabla x, y x; =
= Xo+h, a los que corresponden los valores de la funcién y, = f(x,)
ey; = f(x1) = yo+ A, entonces

fO)=flxg)+I7%0A

La correccion de la interpolacion "-_559 A t."écilmente se calcula medi-
ante las tablas de partes proporcionales en las pags. 78,79 y las
de las pdgs. 17, 18 que da los productos A (desde 11 hasta 90) por

0,1,0,2, ...,0,9; ésta puede ser separada para la comodidad de uso.

Ejemplos: 1) ;1,6754*? En las tablas (pag. 23) hallamos: 1,672 =
= 2,789; 1,68 = 2,822; A = 33* De la tabla de partes proporcionales

* Generalmente, la diferencia A y la correccién se expresan en unidades de la fila
de la dltima cifra significativa, no anotando delante los ceros ni la coma.
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0,5-33 = 16,5; 0,04:33 = 1,3; :",Z*PA =16,5+1,3 ~ 18;
1,67542 = 2,807.

2) ;tg 79°24’? En las tablas (pags. 56 y 79) hallamos tg 79 20" = 5,309,
tg 79°30" = 5,396; A = 87; 0,4-87 =~ 35, tg 79°24" = 5,344,

El error de la interpolacion lineal no cs superior a una unidad de la
fila de la ultima cifra significativa, si las dos diferencias contiguas Ay y
A, difieren no mas de cuatro unidades (del ltimo guarismo). Si esta con-
dicién no se cumple (como, por ejemplo, en la tabla tg x, para x > 80°,
pag. 56), es necesario emplear férmulas de interpolacién mas complica-
das. En la mayoria de los casos ¢s suficiente la interpolacion cuadrdtica de
Bessel:

S = fxo)+kAy— k(A DY),
donde
_ X=X _ k(1-k)
k—*j,' y kl*"‘d";
el valor &, se encuentra en la tabla en la pag. 80.

Ejemplo: Se pide encontrar tg 85°33’ (la tabla en la pag. 56). Halla-
mos (h = 10’); k = 0,3, k; = 0,052, la correccion es igual a 0,3-491 —
—0,052-75 =~ 143; tg 85°33’ = 12,849.

x l gx | A
Xy =xo—h |y.1]B_y 85°20 ‘ 12,251 455
Xg Yo |Bo 85°30° | 12,706 491
xy=xo+h | yy |8 85°40° | 13,197 530
X = x0+2h | yq 85°50° | 13,727




17

TABLAS

de partes proporcionales

- TBY O - TINO oo - TNY oo - FNO oo
o 229 920 999 | o QoL ces ese 2 ool ags eee | o [aes 2ee e
ow o AR v < TN ST oo e o wowy
a8 Y0 wgd yox | o —_—_—— N 2 ERY &F8 | 0 L K48 a%¢
a AR oY, N~ | o QXL Y A= [ o [RRN VY aa= | foon OnY ma-
258 ~ L] ™! o~ bl

2| med e gvie 1 & =S 8RY | |7°D g2g REG [ 9 | ¥9Y 23 =9

o XY AQw wwa | » XL, AC® VA | p | RO NO® VI |, |ROTE ASw vouN
-] NV v ~”
= | mew eeg d¥g | & | dne D9 ade | B |ers vag €93 | ¥ | oY S5% fwg
~ NY— ond avn | Re= ®nd ave | ne 85..“., AV@ [ [ NE= oA onom
Y S S —entn N SEAY e A= TN e FONY 0mos ait~e
5| Sed $wg Zea | & ® 208 €5% | S [T I=R ]9 | ¥ [ Yo 258 dng
o oN® TV Now | LHR X2Q N0 | o (LAR 10V XY |, |VAR TOY Ao
—— — 57 ;v oo o) o~ ~

= | T Gwe S0 | & | e gog =gg | R | orS ¥xg qxd | ¥ | Yod =gn ey
v newv, Vo vnewn |, non gue vow |, (18N gue nen |, (ven 9vg vown
- 3 ien e @ o L o > N 9 =]
=¥ era gda | 8 20¢ S5y |8 |°2 ¥ng 385 | ¥ | Yoo 24K 8¢
. v Yow oNY | ot VoY oNY | %N 9O NG | 4 [Tey vow Ay
- N — F e~ o~ Con AOS MINS e~ o N > 9
—NY Vo a=a ~ a o Ll - S DR QR ¥ | vom lﬂ% Nﬁ”
- | RN Nne = |y QA AR = [ [0 N =9 | o, [MO0 K =
= —Ne meN oS~ | & NES o= Goog | @ [l el Midal | F | Foon Nmvs Seoo
— - —— v — O - NN - NN At
~ A Red we® {4 AZY RN VX | o [T o Tex | § [NLY ©oa wox
a —_—Nem tON oo e NeE B=m e |8 [emde N6 aviw | & [ Fon e nnn o
— — v - - 3OO - NN N M
—Ne tng ~ooy | =Nem 2o nody | [mie 2ng oo | o [ ~ae 2o ~oo
- e nxa e meo O g mxe 30 SN 3]
= - *ne N | Q NS WSN FOX | o | v e S [ e | Fod eSY Bdds
- ENO oo - VYO OO N HNO oo -N N0 o

14016

2

ugroviedss op BaUYT ,



I. TABLAS

18

- TNO OO - TNO R - N0 OO —NEm 2N oA

2 oeQ e eeQ |o QQe eee QeQ lo 909 908 92 | o | 222 a2 e2e
CNw TO0 ooy N RN RSO ot Ngw Oy Nt DY Mme—

a2 IRR SRE | T IS RAY @88 | = ®EF 4¥ 8IR | ZN ATn oo

3 e vt ad= | o aee, v ad= | e, wnY Mma— | o | R wnd A
“ =N i e Cen [y Wl el = e — BN ML N~O
oS QAR FER | o8& RIAF ¥V | 7 28 =8% KBR | ® o8 838 78

© ®OY NOX VIN | 0OT NO® v | 4 WOY NO® GIA |, | BROY NO® 39
I w=t e o g N [ e N —oY YTNS o~ el =SSN
~ e v v |~ K= ond ave |- R 0nA AVA | | B AN REE
“ Bt ot v~ | © Cns g voagd | = Nine Sxog M= |[w | KNG Fad 3%
—— N AT N - Nt $no -l tReAY N0\ - T OO~

) YNx Tov NxXY |le YR tOY NRY | o YN® FTOO N®T | o | ONK TOW axd
wy Vi=—\0 N A [=3 O VR O (o X ~ RN Swown ™M o =] oV T — DX
—— NN U2} v NN wwn - Mo n o - ATV DO~

v newn 9ne vwen |, nowv. one vew |, nown ong Ymown | | non Sng nan
v “—_ N o Coman ool el S Oy g BN Fa= XX\
-2 888 8I | ¢ o2 8R&8& dwe | T cod 89 R8% | = =R J95 A3%8

<+ HRN QY RAe AT AR I <o YOt ®ANY | | T VO 0N
vy NOW —BA oo “ WA VI - ~ SN OO =0 [} WOV TNDO Xhwn
—— NN YT LR T o Kaclocl LeX al -y N NNO - ATV, VO~

- MOA, NN® =N | v Mmoo NNK SIS e MOA NN = | Mo ne — Sk
v wown O it O N vy oo Nem g m —own SO MmN XSS
20 [/&E «9F | ° a2 Q8@e, IR2a | & I8 ARF KR8 | * 2y 238 RgT

o NSO RON Fw®R | aLe ®ON IRX 1o NYQ ©0ON TV®R | | ALY QA T0Q
v o OQQV=— O 0 \O N oo ™~ QW S~ WO O~ T N=N e
2L R&F &IF§ | ¥ a4 J55 8 | SR MY @n @ | ®OF A3 F8R

—_ =AM TNe BRA | - —No TNy foa | . - ¥TNY o | e TG XS
wowrn gVo wiaKn NS TOW NWOY g 0NN O SSF NSK S¥N

e SL KGR Q/e | © vax IR A |T | TIR Saw TWo | * ey f9gg 23R
—_—N D oo —_No TNO O —Nen N0 VR —Nm FO Moo




TABLAS 19
A. TABLAS DE LLAS FUNCIONES PRINCIPALES
(ELEMENTALES)
1. Algunas constantes de uso frecuente

Valor n lgn Valor n gn
n 3,141593 | 0,49715 1:n 0,3183 10 | 1,50285
2n 6,283185 | 0,79818 1:2n 0,1591 55 | 1,20182
In 9,4247 78 | 0,97427 1:3n 0,1061 03 | 1,02573
4n 12,5663 71 | 1,09921 1:4n 0,079577 | 2,90079
ni2 1,5707 96 | 0,19612 2:n 0,6366 20 | 1,80388
n:3 1,047198 | 0,02003 3:im 0,9549 30 | 1,97997
n:4 0,785398 | 1,89509 4:n 1,273240 | 0,10491
n:6 0,523599 | 1,71900 6:n 1,9098 59 | 0.28100
n:180(=1°) 0,0174 53 | 2,24188 180°: 7 57°, 2957 80 1,75812
n:10800(= 1) | 0,000291 | 4,46373] 10800 : 3437", 74 68| 3,53627
7:648000(= 1) | 0,000005 | 6,68557| 648000":7 | 206264”, 81| 5,31443
nt 9,8696 04 | 0,99430 1:n2 0,101321 | 1,00570
\Va 1,7724 54 | 0,24857 Viin 0,564190 | 1,75143
V2n 2,5066 28 | 0,39909 Vii2n 0,3989 42 | 1,60091
Va2 1,2533 14 | 0,09806 V2in 0,7978 85 | 1,90194
. Vv 1,464592 | 0,16572 5/ Iin 0,6827 84 | 1,83428
Van:3 1,611992 | 0,20736] /3 4x 0,6203 50 | 1,79264
e 2,718282 | 0,43429 l:e 0,367879 | 1,56571
€2 7,3890 56 | 0,86859 : 0,135335 | 1,13141
Ve 1,6487 21 | 0,21715 iv4 0,6065 31 | 1,78285
\3/2 1,3956 12 | 0,14476 \1/ l:e 0,716532 | 1,85524
en: 4,8104 77 | 0,68219 e~ 2 0,2078 80 | 1,31781
.en 23,1406 93 | 1,36438 e 0,0432 14 | 2,63562
P 535,4916 56 | 2,72875 e~ ¥ 0,0018 67 | 3,27125
c* 0,577216 | 1,76134 Inn 1,1447 30 | 0,05870
M=Ige 0,434294 | 1,63778] 1:M =1n10 | 2,302585 | 0,36222
g** 9,81 0,99167 I:g 0,10194 1,00833
g2 96,2361 1,98334 1:2¢ 0,050968 | 2,70730
Ve 3,13209 0,49583 7 4g 9,83976 0,99298
V2 4,42945 0,64635 212 13,91552 1,14350

* C es la constante de Euler, véase pag. 324.
**g es la aceleracién de gravedad en m/seg?; en este caso esti dado el valor re-
dondeado de g al nivel del mar a 45—50° de latitud.
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20 1. TABLAS

2. Cuadrados, cubos, raices

EXPLICACIONES DE LA TABLA

La tabla incluida en las pags. 22-41 permite hallar los cuadrados,
cubos, raices cuadradas y raices cibicas con cuatro cifras significativas.
Para los argumentos de n comprendidos entre 1 y 10, los valores n* y n®
se encuentran directamente en la tabla, si el valor del argumento esta
dado con tres cifras significativas. Ejemplo: 1,79% = 3,204 (péag. 23).
Si el valor del argumento esta dado con mas de tres cifras significativas
es necesario recurrir a la interpolacion (véase pag. 15). En esta tabla el
error de la interpolacion lineal en ningtn caso excede una unidad del
Ultimo guarismo.

Para hallar los valores n2, n® cuando n > 10y n < 1 sefialaremos que,
cuando n aumenta 10k veces, n? aumenta 10% veces y n®, 10% veces, es
decir, cuando la coma de 7 se corre k lugares a la derecha, la coma de n?
se debe correr 2k lugares a la derecha y la de »°, 3k lugares a la derecha.
En este caso, si es necésario, al nimero tomado de la tabla se le afiaden
ceros a la derecha o a la izquierda. Ejemplo: 0,179% = 0,03204; 179° =
= 5735 000*.

LAs RAICES CUADRADAS de los n comprendidos entre 1 y 100, pueden
encontrarse directamente en las tablas aplicando la interpolaci6n lineal
(pig. 15) y para cualesquiera n, segtin las siguientes reglas:

1) El nimero subradical se divide en grupos de a dos cifras a ambos
lados de la coma. 2). El valor de la raiz se halla en la columna v/noen

la columna 4/10n, segin que contenga el primero de los grupos de la
izquierda que no esta compuesto de ceros una o dos cifras significativas.
3) En el valor de la raiz encontrado se pone la coma partiendo del prin-
cipio de que cada 8rupo del nimero subradical que figura antes de la
coma, da para la rdiz una cifra antes de la coma y que para los nimeros,
menores que 1, cada grupo formado por ceros después de la coma da
para la raiz un cero después de la coma.

Ejemplos: 1) 4/23,9 = 4,889; 2) 4/0,0002739 = 0,01546; 3)
\/03'90 00 = 488,9;4) 4/0,00'3 = 0,05477. (En el ultimo ejemplo, bajo
la raiz debe ser agregado mentalmente otro cero al final para completar
el grupo; por esto, la raiz se debe buscar en la columna 4/ 10n.)

LAs kaices cUBicAs de los nimeros n comprendidos entre 1 y 1000
pueden ser encontradas directamente en la tabla (aplicando la interpola-
¢idn lineal) y para todos los n, segin las siguientes reglas:

* Es mejor escribir 1793 = 5,735. 108, evitando el empleo de ceros para el reemplazo
de 1as cifras incognitas (exactamente 1793 = 5 735 339).
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1) El nimero subradical se divide a ambos lados de la coma en grupos
que contengan tres cifras. 2) El valor de la raiz se halla en Ia tabla, respec-
tivamente, en las columnas {1/ n, \3/ 10n o \3/ 100#, scgiin que contenga
el primer grupo de la izquicrda, que no esté formado por ceros.
una, dos o tres cifras significativas. 3) En el valor de la raiz encontrado se
pone la coma por las mismas reglas que para las raices cuadradas.

Ejemplos: 1)  /239=2,880*; 2) 239000 =62,06; 3)
J0,000°002'39 = 0,01337; 4) Y0,0003 = 0,06694; 5) 3/0,03 =
== 0,3107. (En los dos ultimos ejemplos es necesario afiadir mentalmente
al final dos ceros y un cero, respectivamente.)

* Es necesario conscrvar el cero at final;-ya que es una eifra significativa (véase
pag. 127) y caracteriza la exactitud del valor obtenido de la raiz.
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Cuadrados, cubos, raices cuadradas y raices cubicas
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H n l nd ) A'n | A 100 ‘ vin l v 10 \/100n
1,00 1,000 1,000 1,000 3,162 1,000 2,154 4,642
1,01 1,020 1,030 1,005 3,178 1,003 2,162 4,657
1,02 1,040 1,061 1,010 3,194 1,007 2,169 4,672
1,03 1,061 1,093 1,015 3,209 1,010 2,176 4,688
1,04 1,082 1,125 1,020 3,225 1,013 2,183 4,703
1,05 1,102 1,158 1,025 3,240 1,016 2,190 4,718
1,06 1,124 1,191 1,030 3,256 1,020 2,197 4,733
1,07 1,145 1,225 1,034 3,271 1,023 2,204 4,747
1,08 1,166 1,260 1,039 3,286 1,026 2,210 4,762
1,09 1,188 1,295 1,044 3,302 1,029 2,217 4,117
1, 1,210 1,331 1,049 3,317 1,032 2,224 4,791
1, 1,232 1,368 1,054 3,332 1,035 2,231 4,806
1, 1,254 1,405 1,058 3,347 1,038 2,237 4,820
1, 1,277 1,443 1,063 3,362 1,042 2,244 4,835
1, 1,300 1,482 1,068 3,376 1,045 2,251 4,849
B 1,322 1,521 1,072 3,391 1,048 2,257 4,863
N 1,346 1,561 1,077 3,406 1,051 2,264 4,877

1,369 1,602 1,082 3,421 1,054 2,270 4,891
1,392 1,643 1,086 3,435 1,057 2,277 4,905
1,416 1,685 1,091 3,450 1,060 2,283 4,919
1,440 1,728 1,095 3,464 1,063 2,289 4,932
1,464 1,772 1,100 3,479 1,066 2,296 4,946
1,488 1,816 1,108 3,493 1,069 2,302 4,960
1,513 1,861 1,109 3,507 1,071 2,308 4,973
1,538 1,907 1,114 3,521 1,074 2,315 4,987
1,562 1,953 1,118 3,536 1,077 2,321 5,000

1,588 | 2,000 1,122 3,550 1,080 2,327 5,013
1,613 | 2,048 1,127 3,564 1,083 2,333 5,027

1,638 | 2,097 1,131 3,578 1,086 2,339 5,040
1,664 | 2,147 1,136 3,592 1,089 2,345 5,053
1,690 | 2,197 1,140 3,606 1,091 2,351 5,066
1,716 | 2,248 1,145 3,619 1,094 2,357 5,079
1,742 | 2,300 1,149 3,633 1,097 2,363 5,092
1,769 | 2,353 1,153 3,647 1,100 2,369 5,104
1,796 | 2,406 1,158 3,661 1,102 2,375 5117
1,822 | 2,460 1,162 3,674 1,105 2,381 5,130
1,850 | 2,515 1,166 3,688 1,108 2,387 5,143
1,877 | 2,571 1,170 3,701 1,111 2,393 5,15

1,904 | 2,628 1,175 3,715 1,113 2,399 5,168
1,932 | 2,686 1,179 3,728 1,116 2,404 5,127
1,960 | 2,744 1,183 3,742 1,119 2,410 5,192
1,988 | 2,803 1,187 3,755 1,121 2,416 5,205
2,016 | 2,863 1,192 3,768 1,124 2,422 5,217
2,045 2,924 1,196 3,782 1,127 2,427 5,229
2,074 | 2,986 1,200 3,795 1,129 2,433 5,241

2,102 | 3,049 1,204 3,808 1,132 2,438 5,254
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2 3 —_ — 3, 3,___ 3,
n n n Vv v 10n Vn V10n | A/100n
1,45 | 2,102 | 3,049 1,204 3,808 1,132 2,438 5,254
1,46 | 2,132 | 3,112 1,208 3,821 1,134 2,444 5,266
1,47 | 2,161 | 3,177 1,212 1 834 1,137 2,450 5,278
1,48 | 2,190 | 3242 1,217 3,847 1,140 2,455 5,290
1,49 | 2,220 | 3,308 1,221 3,860 1,142 2,461 5,301
1,50 | 2,250 | 3,375 1,225 3,873 1,145 2,466 5,313
1,51 | 2,280 | 3,443 1,229 4,886 1,147 2,472 5,325
1,52 | 2,310 | 3,512 1,233 3,899 1,150 2,477 5,337
1,53 | 2,341 | 3,582 1,237 3,912 1,152 2,483 5,348
1,54 | 2,372 | 3,652 1,241 3,924 1,155 2,488 5,360
1,55 | 2,402 | 3,724 1,245 3,937 1,157 2,493 5,372
1,56 | 2,434 | 3,79 1,249 3,950 1,160 2,499 5,383
1,57 | 2,465 | 3,870 1,253 3,962 1,162 2,504 5,395
1,58 | 2,496 | 3,944 1,257 3,975 1,165 2,509 5,406
1,59 | 2,528 | 4,020 1,261 3,987 1,167 2,515 5,418
1,60 | 2,560 | 4,096 1,265 4,000 1,170 2,520 5,429
1,61 | 2,592 | 4,173 1,269 4,012 1,172 2,525 5,440
1,62 | 2,624 | 4,252 1,273 4,025 1,174 2,53 5,451
1,63 | 2,657 | 4,331 1,277 4,037 1,177 2,535 5,463
1,64 | 2,690 | 4,411 1,281 4,050 1,179 2.541 5,474
1,65 | 2,722 | 4,492 1,285 4,062 1,182 2,546 5,485
1,66 | 2,756 | 4,574 1,288 4,074 1,184 2,551 5,496
1,67 | 2,789 | 4,657 1,292 4,087 1,186 2,556 5,507
1,68 | 2,822 | 4,742 1,296 4,099 1,189 2,561 5,518
1,69 | 2,85 | 4,827 1,300 4,111 1,191 2,566 5,529
1,70 | 2,890 | 4,913 1,304 4,123 1,193 2,571 5,540
1,71 | 2,924 | 5,000 1,308 4,135 1,196 2,576 5,550
1,72 | 2,958 | 5,088 1,311 4,147 1,198 2,581 5,561
1,73 | 2,993 | 5,178 1,315 4,159 1,200 2,586 5,572
1,74 | 3,028 | 5,268 1,319 4,171 1,203 2,591 5,583
1,75 | 3,062 | 5,359 1,323 4,183 1,205 2,596 5,593
1,76 | 3,098 | 5,452 1,327 4,195 1,207 2,601 5,604
1,77 | 3,133 | 5,545 1,330 4,207 1,210 2,606 5,615
1,78 | 3,168 | 5,640 1,334 4,219 1,212 2,611 5,625
1,79 | 3,204 | 5,735 1,338 4,231 1,214 2,616 5,636
1,80 | 3,240 | 5,832 1,342 4,243 1,216 2,621 5,646
1,81 | 3,276 | 5930 1,345 4,254 1,219 2,626 5,657
1,82 | 3,312 | 6,029 1,349 4,266 1,221 2,630 5,667
1,83 | 3,349 | 6,128 1,353 4,278 1,223 2,635 5,677
1,84 | 3,386 | 6,230 1,356 4,290 1,225 2,640 5,688
1,85 | 3,422 | 6,332 1,360 4,301 1,225 2,645 5,698
1,86 | 3,460 | 6,435 1,364 4,313 1,230 2,650 5,708
1,87 | 3,497 | 6,539 1,367 4,324 1,232 2,654 5,718
1,88 | 3,534 | 6,645 1,371 4,336 1,234 2,659 5,729
1,89 | 3,572 | 6,751 1,375 4,347 1,236 2, 5,739
1,90 | 3,610 | 6,859 1,378 4,359 1,239 2,668 5,749

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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3,610 | 6,859 1,378 4,359 1,239 2,668 5,749
3,648 | 6,968 1,382 4,370 1,241 2,673 5,759
3,686 | 7,078 1,386 4,382 1,243 2,678 5,769

3,725 | 7,189 1,389 4,393 1,245 2,682 5,779
3,764 | 17,301 1,393 4,405 1,247 2,687 5,789
3,802 | 7,415 1,396 4,416 1,249 2,692 5,799

3,842 | 7,530 1,400 4,427 1,251 2,696 5,809
3,881 7,645 1,404 4,438 1,254 2,701 5,819
3,920 | 72,762 1,407 4,450 1,256 2,705 5,828
3,960 | 7,881 1,411 4,461 1,258 2,710 5,838

4,000 | 8,000 1,414 4,472 1,260 2,714 5,848

4,040 | 8,121 1,418 4,483 1,262 2,719 5,858
4,080 | 8,242 1,421 4,494 1,264 2,723 5,867
4,121 | 8,365 1,425 4,506 1,266 2,728 5,877
4,162 | 8,490 1,428 4,517 1,268 2,732 5,887
4,202 | 8,615 1,432 4,528 1,270 2,737 5,896
4,244 | 8,742 1,435 4,539 1,272 2,741 5,906
4,285 | 8,870 1,439 4,550 1,274 2,746 5915
4,326 | 8,999 1,442 4,561 1,277 2,750 5,925
4,368 | 9,129 1,446 4,572 1,279 2.755 5,934
4,410 | 9,261 1,449 4,583 1,281 2,759 5,944
4,452 | 9,394 1,453 4,593 1,283 2,763 5,953
4,494 | 9,528 ,456 4,604 1,285 2,768 5,963
4,537 | 9,664 ,45 4,615 1,287 2,772 5,972
4,580 | 9,800 1463 4.626 1,289 2,776 5,981
4,622 | 9938 ,466 4,637 1,291 2,781 5,991
4,666 | 10, 470 4,648 1,293 2,785 X
4,709 | 10,22 473 4,658 1,295 2,789 6,009
4,752 | 10,36 476 4,669 1,297 2,794 6,018
,480 4,680 1,299 2,798 6,028

4,840 | 10,65

1
1
1
1
1
1
1
4,796 | 10,50 1
1,483 4,690 1,301 2,802 6,037
1,4
1
1
1
1
1

4,884 |10,79 487 4,701 1,303 2,806 6,046
4,928 (10,94 ,490 4,712 1,305 2,811 6,055
4,973 [ 11,09 493 4,722 1,306 2,815 6,064
5,018 [11,24 ,497 4,733 1,308 2819 6,073
5,062 | 11,39 ,500 4,743 1,310 2,823 6,082
5,108 (11,54 ,503 4,754 1,312 2,827 6,091
5,153 (11,70 1,507 4,764 1,314 2,831 6,100
5,198 111,85 1,510 4,775 1,316 2,836 6,109
5,244 112,01 1,513 4,785 1,318 2,840 6,118
5,290 |12,17 1,517 4,796 1,320 2,844 6,127
5,336 12,33 1,520 4,806 1.322 2,848 6,136
5,382 12,49 1,523 4,817 1,324 2,852 6,145
5,429 12,65 1,526 4,827 1,326 2,856 6,153
5,476 |12,81 1,530 4,837 1,328 2,860 6,162
5,522 (12,98 1,533 4,848 1,330 2,864 6,171
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o M S 3 3 3

n L | n V' 4/ 10n Vn v/ 10n 1007
2,35 | 5,522 | 12,98 | 1,533 4,848 1,330 2,864 6,171
2,36 | 5570 | 13,14 | 1,536 4,858 1,331, | 2,868 6,180
2,37 | 5617 | 1331 | 1.539 4,868 1,333 2,872 6,188
2,38 | 5664 | 13.48 | 1.543 4,879 1,335 2,876 6,197
2,39 | 5712 | 13.65 | 1.546 4,889 1,337 2,880 6,206
2,40 | 5760 | 13,82 | 1,549 4,899 1,339 2,884 6,214
2,41 | 5,808 | 14,00 | 1,552 4,909 1,341 2,888 6,223
2,42 | 5856 | 14,17 | 1.556 4,919 1,343 2,892 6,232
2,43 | 5905 | 1435 | 1.559 4,930 1,344 2,896 6,240
2,44 | 5954 | 14,53 | 1,562 4,940 1,346 X 6,249
2,45 | 6,002 | 1471 | 1,565 4,950 1,348 2,904 6,257
2,46 | 6,052 | 1489 | 1,568 4,960 1,350 2,908 6,266
247 | 6,101 | 1507 | 1572 4,970 1,352 2,912 6,274
248 | 6,150 | 1525 | 1.575 4,980 1,354 2,916 6,283
2,49 | 6,200 | 1544 | 1.578 4,990 1,355 2,920 6,291
2,50 | 6,250 | 1562 | 1,581 5,000 1,357 2,924 6,300
2,51 | 6,300 | 1581 | 1,584 5,010 1,359 2,928 6,308
2,52 | 6,350 | 16,00 | 1,587 5,020 1,361 2,932 6,316
2,53 | 6,401 | 1619 | 1.591 5,030 1,363 2,936 6,328
2,54 | 6,452 | 16,39 | 1.594 5, 1,364 2,940 6,333
2,55 | 6,502 | 16,58 | 1,597 5,050 1,366 2,943 6,341
2,56 | 6,554 | 16,78 | 1.600 5,060 1,368 2,947 6,350
2,57 | 6,605 | 16,97 | 1.603 5,070 1,370 2,951 6,358
2,58 | 6,656 | 17,17 | 1.606 5,079 1,372 2,955 6,366
2,59 | 6,708 | 17,37 | 1.609 5,089 1,373 2,959 6,374
2,60 | 6,760 | 17,58 | 1,612 5,099 1,375 2,962 6,383
2,61 | 6812 | 1778 | 1.616 5,109 1.377 2,966 5,391
2,62 | 6,864 | 17.98 | 1.619 5,119 1,379 2,970 6,399
2,63 | 6917 | 18,19 | 1.622 5,128 1,380 2,974 6,407
2,64 | 6,970 | 1840 | 1.625 5,138 1,382 2,978 6,415
2,65 | 7,022 | 18,61 | 1,628 5,148 1,384 2,981 6,423
2,66 | 7,076 | 18,82 | 1.631 5,158 1,386 2,985 6,431
2,67 | 7,129 | 19,03 | 1.634 5,167 1,387 2,989 6,439
2,68 | 7,182 | 19,25 | 1,637 5.177 1,389 2,993 6,447
2,69 | 7.236 | 19,47 | 1,640 5,187 1,391 2,996 6,455
2,70 | 7,290 | 19,68 | 1,643 5,196 1,392 3,000 6,463
2,71 | 7,344 | 1990 | 1,646 5,206 1,394 3,004 6,471
2,72 | 7,398 | 20,12 | 1.649 5,215 1,396 3,007 6,479
2,73 | 7,453 | 20,35 | 1.652 5,225 1,398 3,011 6,487
2,74 | 7,508 | 20,57 | 1.655 5,235 1,399 3,015 6,495
2,75 | 7,562 | 20,80 | 1,658 5,244 1,401 3,018 6,503
2,7 | 7.618 | 21,02 | 1.661 5,254 1,403 3,022 6,511
2,77 | 7.673 | 21,25 | 1.664 5,263 1,404 3,026 6,519
2,78 | 7,728 | 21,48 | 1.667 5,273 1,406 3,029 6,527
2,79 | 71,184 | 21,72 | 1.670 5,282 1,408 3,033 6,534
2,80 | 7,840 | 21,95 | 1,673 5,292 1,409 3,037 6,542

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla,
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2,80 7,840 21,95 1,673 5,292 1,409 3,037
2,81 7,896 22,19 1,676 5,301 1,411 3,040
2,82 7,952 22,43 1,679 5,310 1,413 3,044
2,83 8,009 22,67 1,682 5,320 1,414 3,047
2,84 8,066 22,91 1,685 5,329 1,416 3,051
2,85 8,122 23,15 1,688 5,339 1,418 3,055
2,86 8,180 23,39 1,691 5,348 1,419 3,058
2,87 8,237 23,64 1,694 5,357 1,421 3,062
2,88 8,294 23,89 1,697 5,367 1,423 3,065
2,89 8,352 24,14 1,700 5,376 1,424 3,069
290 | 8,410 | 2439 | 1,703 5,385 1,426 3,072
2,91 8,468 24,64 1,706 5,394 1,428 4,076
2,92 8,526 24,90 1,709 5,404 1,429 3,079
2,93 8,585 25,15 1,712 5,413 1,431 3,083
2,94 8,644 25,41 1,715 5,422 1,433 3,086
2,95 8,702 25,67 1,718 5,431 1,434 3,090
2,96 8,762 25,93 1,720 5,441 1,436 3,093
2,97 8,821 26,20 1,723 5,450 1,437 3,097
2,98 8.880 26,46 1,726 5,459 1,439 3,100
2,99 8,940 26,73 1,729 5,468 1,441 3,104
3,00 9,000 27,00 1,732 5,477 1,442 3,107
3,01 9,060 27,27 1,735 5,486 1,444 3,111
3,02 9,120 27,54 1,738 5,495 1,445 3,114
3,03 9,181 27,82 1,741 5,505 1,447 3,118
3,04 9,242 28,09 1,744 5,514 1,449 3,121
3,05 9,302 28,37 1,746 5,523 1,450 4,124
3,06 9,364 28,65 1,749 5,532 1,452 4,128
3,07 9,425 28,93 1,752 5,541 1,453 3,131
3,08 9,486 29,22 1,755 5,550 1,455 3,135
3,09 9,548 29,50 1,758 5,559 1,457 3,138
3,10 9,610 29,79 1,761 5,568 1,458 3,141
3,11 9,672 30,08 1,764 5,577 1,460 3,145
3,12 9,734 30,37 1,766 5,586 1,461 3,148
3,13 9,797 30,66 1,769 5,595 1,463 3,151
3,14 9,860 30,96 1,772 5,604 1,464 3,155
3,15 9,922 31,26 1,775 5,612 1,466 4,158
3,16 9,986 31,55 1,778 5,621 1,467 3,162
3,17 110,05 31,86 1,780 5,630 1,469 3,165
3,18 10,11 32,16 1783 5,639 1,471 3,168
3,19 10,18 32,46 1,786 5,648 1,472 3,171
3,20 |10,24 32,77 1,789 5657 1,474 3,175
3,21 10,30 33,08 1,792 5,666 1,475 3,178
3,22 10,37 33,39 1,794 5,675 1,477 3,181
3,23 10,43 33,70 1,797 5,683 1,478 3,185
3,24 110,50 34,01 1,800 5,692 1,480 3,188
3,25 10,56 34,33 1,803 5,701 1,481 3,191
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3,25 10,56 | 34,33 1,803 5,701 1,481 3,191 6,875
3,26 | 10,63 | 34,65 1,806 5,710 1,483 3,195 6,882
3,27 | 10,69 | 34,97 1,808 5,718 1,484 3,198 6,889
3,28 | 10,76 | 35,29 1,811 5,727 1,486 3,201 6,896
3,29 | 10,82 | 35,61 1,814 5,736 1,487 3,204 6,903
3,30 | 10,89 | 3594 | 1,817 5,745 1,489 3,208 6,910
3,3t | 10,96 | 36,26 1,819 5,753 1,490 3,211 6,917
3,32 | 11,02 | 36,59 1,822 5,762 1,492 3,214 6,924
3,33 | 11,09 | 36,93 1,825 5,771 1,493 3,217 6,931
3,34 | 11,16 | 37,26 1,828 5,779 1,495 3,220 6,938
3,35 | 11,22 | 37,60 | 1,830 5,788 1,496 3,224 6,945
3,36 | 11,29 | 37,93 1,833 5,797 1,498 3,227 6,952
337 | 11,36 | 38,27 | 1,836 5,805 1,499 3,230 6,959
3,38 | 11,42 | 38,61 1,838 5,814 1,501 3,233 6,966
3,39 | 11,49 | 38,96 | 1,841 5,822 1,502 3,236 6,973
340 | 11,56 | 39,30 | 1,844 5,831 1,504 3,240 6,980
3,41 | 11,63 | 39,65 1,847 5,840 1,505 3,243 6,986
3,42 | 11,70 | 40,00 | 1,849 5,848 1,507 3,246 6,993
3,43 | 11,76 | 40,35 1,852 5,857 1,508 3,249 7,000
3,44 | 11,83 | 40,71 1,855 5,865 1,510 3,252 7.007
3,45 | 11,9 | 41,06 1,857 5,874 1,511 3,255 7,014
3,46 | 11,97 | 41,42 1,860 5,882 1,512 3,259 7,020
3,47 | 12,04 | 41,78 1,863 5,891 1,514 3,262 7,027
3,48 | 12,11 | 42,14 | 1,865 5,899 1,515 3,265 7,034
3,49 | 12,18 | 42,51 1,868 5,908 1,517 3,268 7,041
3,50 | 12,25 | 42,88 1,871 5,916 1,518 3,271 7,047
3,51 | 12,32 | 43,24 1,873 5,925 1,520 2,274 7,054
3,52 | 12,39 | 43,61 1,876 5,933 1,521 3,277 7,061
3,53 | 12,46 | 43,99 1,879 5,941 1,523 3,280 7,067
3,5% | 12,53 | 44,36 1,881 5,950 1,524 3,283 7,074
3,55 | 12,60 | 44,74 1,884 5,958 1,525 3,287 7,081
3,56 | 12,67 | 45,12 1,887 5,967 1,527 3,290 7,087
3,57 | 12,74 | 45,50 1,889 5,975 1,528 3,293 7,094
3,58 | 12,82 | 45,88 1,892 5,983 1,530 3,296 7,101
3,59 | 12,89 | 46,27 1,895 5,992 1,531 3,299 1,107
3,60 | 12,96 | 46,66 1,897 6,000 1,533 3,302 7,114
3,61 | 13,03 | 47,05 1,900 6,008 1,534 3,305 7,120
3,62 | 13,10 | 47,44 1,903 6,017 1,535 3,308 7,127
3,63 | 13,18 | 47,83 1,905 6,025 1,537 3,311 7,133
3,64 | 13,25 | 48,23 1,908 6,033 1,538 3,314 7,140
3,65 | 13,32 | 48,63 1,910 6,042 1,540 3,317 7,147
3,66 | 13,40 | 49,03 1,913 6,050 1,541 3,320 7,153
3,67 | 13,47 | 49,43 1,916 6,058 1,542 3,323 7,160
3,68 | 13,54 | 49,84 1,918 6,066 1,544 3,326 7,166
3.69 | 13,62 | 50,24 1,921 6,075 1,545 3,329 7,173
3,70 | 13,69 | 50,65 1,924 6,083 1,547 3,332 7,179

Véasc cn la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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3,70 | 13,69 | 50,65 | 1,924 6,083 1,547 3,332
371 | 13,76 | 31,06 | 1,926 6,091 1,548 3.335
3,72 | 13,84 | 51,48 | 1,929 6,009 1,549 3,338
3,73 | 13,91 | 51,90 | 1,931 6,107 1,551 3,341
374 | 13,99 | 52,31 | 1934 6.116 1,552 3,344
375 | 14,06 | 52,73 | 1,936 6,124 1,554 3,347
376 | 14,14 | 53,16 | 1,939 6,132 1,555 3,350
377 | 1421 | 53,58 | 1,942 6,140 1,556 3,353
3,78 | 1429 | 5401 | 1944 6,148 1,558 3,356
379 | 1436 | 54,44 | 1,947 6,156 1,559 3,359
380 | 14,44 |.54,87 | 1,949 6,164 1,560 3,362
3,81 | 14,52 | 5531 | 1,952 6,173 1,562 3,365
3,82 | 14,59 | 55,74 | 1,954 6,181 1,563 3,368
3,83 | 14,67 | 56,18 | 1,957 6,189 1,565 3,371
3,84 | 1475 | 56.62 | 1,960 6,197 X 3,374
385 | 14,82 | 57,07 | 1,962 6,205 1,567 3,377
386 | 1490 | 57.51 | 1.965 6,213 1,569 3,380
3,87 | 1498 | 5796 | 1.967 6,221 1,570 3,382
3,88 | 1505 | 58,41 | 1.970 6,229 1,571 3,385
3,8 | 15,13 | s8.86 972 6,237 1,573 3,388
390 | 1521 | 5932 | 1,975 6,245 1,574 3,391
39t | 1529 | 59,78 | 1977 6,253 1,575 3,394
3,92 | 1537 | 60,24 | 1.980 6,261 1,577 3,397
3,93 | 1544 | 60,70 | 1,982 6,269 1,578 3,400
394 | 1552 | 61,16 | 1,985 6,277 1,579 3,403
395 | 1560 | 61,63 | 1,987 6,285 1,581 3,406
39 | 1568 | 62,10 | 1.990 6,293 1,582 3,409
397 | 1576 | 62,57 | 1.992 6,301 1,583 3411
3.98 | 1584 | 63,04 | 1,995 6,309 1,585 3,414
3,99 | 1592 | 63,52 | 1,997 6,317 1,586 3,417
4,00 | 1600 | 64,00 | 2,000 6,325 1,587 3,420
401 | 16,08 | 64.48 | 2,002 6,332 1,589 3.423
4,02 | 1616 | 64,96 | 2.005 6,340 1,590 3,426
4,03 | 16,24 | 6545 | 2,007 6,348 1,591 3,428
4,04 | 16,32 | 6594 | 2,010 6,356 1,593 3,431
405 | 1640 | 6643 | 2012 6,364 1,594 3,434
406 | 1648 | 66,92 | 2.015 6,372 1,595 3,437
4,07 | 16,5 | 67,42 | 2,017 6,380 1,597 3,440
4,08 | 16,65 | 6792 | 2.020 6,387 1,598 3,443
409 | 1673 | 6842 | 2,022 6,395 1,599 3,445
4,10 | 1681 | 6892 | 2,025 6,403 1,601 3,448
4,11 | 16,89 | 69,43 | 2,027 6,411 1,602 3,451
4,12 | 1697 | 69,93 | 2030 6,419 1.603 3,454
4,13 | 17.06 | 70,44 | 2032 6,427 1,604 3,457
4,14 | 17,14 | 7096 | 2,035 6,434 1,606 3,459
415 | 17,22 | 71,47 | 2,037 6,442 1,607 3,462
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n " nd Vn 10n vV 10n | 4/100n
415 | 17,22 | 71,47 | 2,037 6,442 1,607 3,462 7,459
416 | 17.31 | 71,99 | 2,040 6,450 1,608 3,465 7,465
417 | 17.39 | 72,51 | 2,042 6,458 1,610 3,468 7,471
418 | 17,47 | 73,03 | 2,045 6,465 1,611 3.471 7471
419 | 17.56 | 7356 | 2.047 6,473 1,612 3,473 7,483
4,20 | 17,64 | 74,09 | 2,049 6,481 1,613 3,476 7,489
421 | 17,12 | 1462 | 2,052 6,488 1615 3,479 7,495
422 | 17.81 | 1515 | 2,054 6,496 1.616 3,482 7,501
423 | 17.89 | 715,69 | 2,057 6,504 1,617 3,484 7.507
424 | 1798 | 76,23 | 2,059 6.512 1,619 3,487 7,513
425 | 18,06 | 76,77 | 2,062 6,519 1,620 3,490 7,518
426 | 18,15 | 77.31 | 2,064 6,527 1,621 3,493 7,524
427 | 1823 | 77.85 | 2.066 6,535 1,622 3,495 7,530
428 | 1832 | 78.40 | 2069 6,542 1,624 3,498 7.536
429 | 1840 | 78,95 | 2,071 6,550 1,625 3,501 7,542
4,30 | 18,49 | 79,51 | 2,074 6,557 1,626 3,503 7,548
431 | 18,58 | 80,06 | 2,076 6,565 1,627 3,506 7,554
432 | 18,66 | 80,62 | 2,078 6,573 1,629 3,509 7,560
4,33 | 18,75 | 81,18 | 2,081 6.580 1,630 3,512 7,565
4,34 | 18,84 | 81,75 | 2,083 6,588 1,631 3,514 7.571
435 | 18,92 | 82,31 | 2,086 6,595 1,632 3,517 1,511
436 | 19,01 | 82,88 | 2,088 6,603 1:634 3,520 7,583
4,37 | 19,10 | 8345 | 2,090 6,611 1,635 3,522 7,589
438 | 19,18 | 84,03 | 2,093 6.618 1,636 3,525 7,594
439 | 19,27 | 84,60 | 2,095 6,626 1,637 3,528 7
4,40 | 19,36 | 85,18 | 2,098 6,633 1,639 3,530 7,606
441 | 1945 | 8577 | 2.100 6,641 1,640 3,533 7,612
442 | 19,54 | 8635 | 2,102 6,648 1,641 3536 7,617
4,43 | 1962 | 8694 | 2,105 6,656 1,642 3,538 7,623
444 | 1971 | 8753 | 2,107 6,663 1,644 3,541 7,629
445 | 1980 | 88,12 | 2,110 6,671 1,645 3,544 7,635
446 | 19,89 | 8872 | 2,112 6,678 1,646 3,546 7,640
4,47 | 1998 | 89,31 | 2,114 6,686 1,647 3,549 7,646
4,48 | 2007 | 89,92 | 2,117 6,693 1,649 3,552 7,652
449 | 2016 | 90,52 | 2,119 6,701 1,650 3,554 7,657
450 | 2025 | 91,12 | 2,121 6,708 1,651 3,557 7,663
451 | 2034 | 91,73 | 2,124 6,716 1,652 3,560 7,669
452 | 2043 | 9235 | 2,126 6,723 1,653 3,562 7674
453 | 20,52 | 9296 | 2,128 6,731 1,655 3,565 7,680
4,54 | 2061 | 9358 | 2,131 6,738 1,656 3.567 7,686
4,55 | 20,70 | 94,20 | 2,133 6,745 1,657 3,570 7,691
4,56 | 2079 | 94,82 | 2,135 6,753 1,658 3,573 7,697
4,57 | 20,88 | 9544 | 2.138 6,760 1,659 3,575 7,703
4,58 | 2098 | 96,07 | 2,140 6,768 1,661 3,578 7,708
459 | 21,07 | 96,70 | 2,142 6,715 1,662 3,580 7714
460 | 21,16 | 97,34 | 2,145 6,782 1,663 3,583 7,719

Véase cn la pig. 20 las explicaciones de la tabla,
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21,16 | 97,34 2,145 6,782 1,663
21,25 1 97,97 2,147 6,790 1,664
21,34 | 98,61 2,149 6,797 1,666
21,44 | 99,25 2,152 6,804 1,667
21,53 | 99,9 2,154 6,812 1,668
21,62 | 100,5 2,156 6,819 1,669
21,72 | 101,2 2,159 6,826 1,670
21,81 101,8 2,161 6,834 1,671
21,90 | 102,5 2,163 6,841 1,673
22,00 | 103,2 2,166 6,848 1,674
22,09 | 103,8 2,168 6,856 1,675
22,18 | 104,5 2,170 6,863 1,676
22,28 105,2 2,173 6,870 1,677
22,37 | 105,8 2,175 6,877 1,679
22,47 106,5 2,177 6,885 1,680
22,56 | 107,2 2,179 6,892 1,681
22,66 | 107,9 2,182 6,899 1,682
22,75 108,5 2,184 6,907 1,683
22,85 109,2 2,186 6,914 1,685
22,94 | 1099 2,189 6,921 1,686
23,04 | 1106 2,191 6,928 1,687
23,14 | 111,3 2,193 6,935 1,688
23,23 112,0 2,195 6,943 1,689
23,33 1127 2,198 6,950 1,690
23,43 113,4 2,200 6,957 1,692
23,52 | 114,1 2,202 6,964 1,693
23,62 | 114,8 2,205 6,971 1,694
23,72 | 115,5 2,207 6,979 1,695
23,81 116,2 2,209 6,986 1,696
23,91 116,9 2,211 6,993 1.697
24,01 1176 2,214 7,000 1,698
24,11 118,4 2,216 7,007 1,700
24,21 119,1 2,218 7,014 1,701
2430 | 119,8 2,220 7,021 1,702
24,40 | 120,6 2,223 7,029 1,703
24,50 | 121,3 2,225 7,036 1,704
24,60 | 122,0 2,227 7,043 1,705
24,70 122,8 2,229 7,050 1,707
24,80 | 123,5 2,232 7,057 1,708
24,90 124,3 2,234 7,064 1,709
25,00 | 125,0 2,236 7,071 1,710
25,10 125,8 2,238 7,078 1,711
25,20 | 126,5 2,241 7,085 1,712
25,30 | 127,3 2,243 7,092 1,713
25,40 | 128,0 2,245 7,099 1,715
25,50 | 128,8 2,247 7,106 1,716
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n n? n? Vn V100 Vn V10n | A/100n
5,05 | 2550 | 1288 | 2,247 7,106 1,716 3,696 7,963
506 | 2560 | 1296 | 2,249 7,113 1,717 3,699 7,969
5,07 | 2570 | 130,3 | 2,252 7,120 1,718 3,701 7,974
5,08 | 2581 | 131,1 2,254 7,127 1,719 3,704 7.979
509 | 2591 | 131,9 | 2,256 7,134 1,720 3,706 7,984
5,10 | 26,01 | 132,7 | 2,258 7,141 1,721 3,708 7,990
5,11 | 26,11 | 133,4 | 2,261 7,148 1,722 3,711 7,995
5,12 | 2621 | 1342 | 2,263 7,155 1.724 3713 8,000
5,13 | 26,32 | 1350 | 2,265 7,162 1,725 3,716 8,005
5,14 | 26,42 | 1358 | 2,267 7,169 1,726 3,718 8,010
5,15 | 26,52 | 136,6 | 2,269 7,176 1,727 3,721 8,016
5,16 | 26,63 | 1374 | 2,272 7,183 1,728 3,723 8,021
517 | 26,73 | 1282 | 2,274 7,190 1,729 3,725 8,026
518 | 26,83 | 139,0 | 2,276 7,197 1,730 3,728 8,031
5,19 | 2694 | 1398 | 2,278 7,204 1,731 3,730 8,036
520 | 27,04 | 140,6 | 2,280 7,211 1,732 3,733 8,041
521 | 27,14 | 1414 | 2,283 7,218 1,734 3,735 8,047
522 | 27,25 | 142,2 | 2,285 7,225 1,735 3,737 8,052
523 | 27,35 | 1431 2,287 7,232 1,736 3,740 8,057
524 | 2746 | 1439 | 2,289 7,239 1,737 3,742 8,062
5,25 | 27,56 | 144,7 | 2,291 7,246 1,738 3,744 8,067
2,26 | 27,67 | 1455 | 2,293 7,253 1,739 3,747 8,072
527 | 27,77 | 146,4 | 2,296 7,259 1,740 3,749 8,077
528 | 27,88 | 147,2 | 2,298 7,266 1,741 3,752 8,082
529 | 27,98 | 148,0 | 2,300 7,273 1,742 3,754 8,088
530 | 28,09 | 1489 | 2,302 7,280 1,744 3,756 8,093
531 | 28,20 | 149,7 | 2,304 7,287 1,745 3,759 8,098
5,32 | 28,30 | 150,6 | 2,307 7,294 1,746 3,761 8,103
533 | 2841 | 151,4 | 2,309 7,301 1,747 3,763 8,108
5,34 | 28,52 | 152,3 | Z.,311 7,308 1,748 3,766 8,113
535 | 28,62 | 153,1 2,313 7,314 1,749 3,768 8,118
536 | 28,73 | 154,0 | 2,315 7,321 1,750 3,770 8,123
5,37 | 28,84 | 1549 | 2,317 7,328 1,751 3,773 8,128
5,38 | 2894 | 1557 | 2.319 7,335 1,752 3,775 8,133
539 | 29,05 | 1566 | 2,322 7,342 1,753 3,717 8,138
540 | 29,16 | 1575 | 2,324 7,348 1,754 3,780 8,143
sS4t | 2927 | 1583 | 2,326 7,355 1,755 3,782 8,148
542 | 29,38 | 159,2 | 2,328 7,362 1,757 3,784 8,153
543 | 29,48 | 160,1 2,330 7,369 1,758 3,787 8,158
544 | 2959 | 161,0 | 2,332 7,376 1,759 3,789 8,163
545 | 29,70 | 161,9 | 2,335 7,382 1,760 3,791 8,168
546 | 2981 | 1628 | 2,337 7,389 1,761 3,794 8,173
5,47 | 29,92 | 163,7 | 2,339 7,396 1,762 3,796 8,178
548 | 30,03 | 1646 | 2,341 7,403 1,763 3,798 8,183
549 | 30,14 | 1655 | 2,343 7,409 1,764 3,801 8,188
5,50 | 30,25 | 166,4 | 2,345 7,416 1,765 3,803 8,193

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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5,50 50,25 166.4 2.345 7,416 1,765 3,803 8,193
5,51 30,36 167,3 2,347 7,423 1,766 3,805 8,198
5,52 30,47 168,2 2,349 7,430 1,767 3,808 8,203
5,53 30,58 169,1 3,352 7,436 1,768 3,810 8,208
5,54 30,69 170,0 2,354 s 1,769 3,812 8,213
5,55 30,80 171,0 2,356 7,450 1,771 3,814 8,218
5,56 30,91 1719 2,358 7,457 1,772 3,817 8,223
5,57 31,02 172,8 2,360 7,463 1,773 3,819 8,228
5,58 31,14 173,7 2,362 7,470 1,774 3,821 8,233
5,59 31,25 174,7 2,364 7,477 1,775 3,824 8,238
5,60 31,36 175,6 2,366 7,483 1,776 3,826 8,243
5,61 31,47 176,6 2,369 7,490 1,777 3,828 8,247
5,62 31.58 177,5 2,371 7,497 1,778 3,830 8,252
5,63 31,70 178,5 2,373 7,503 1,779 3,833 8,257
5,64 31,81 179,4 2,375 7,510 1,780 3,835 8,262
5,65 31,92 180,4 2,377 7,517 1,781 3,837 8,267
5,66 32,04 181,3 2,379 7,523 1,782 3,839 8,272
5,67 32,15 182,3 2,381 7,530 1,783 3,842 8,277
5,68 32,26 183,3 2,383 7,537 1,784 3,844 8,282
5,69 32,38 184,2 2,385 7,543 1,785 3,846 8,286
5,70 32,49 185,2 2,387 7,550 1,786 3,849 8,291
5,71 32,60 186,2 2,390 1,556 1,787 3,851 8,296
5,72 32,72 187,1 2,392 7,563 1,788 3,853 8,301
5,73 32,83 188,1 2,394 1,570 1,789 3,855 8,306
5,74 32,95 189,1 2,396 1,576 1,790 3,857 8,311
5,75 33,06 190,1 2,398 7,583 1,792 3,860 8,316
5,76 33,18 191,1 2,400 7,589 1,793 3,862 8,320
5,77 33,29 192,1 2,402 7,596 1,794 3,864 8,325
5,78 33,41 193,1 2,404 7,603 1,795 3,866 8,330
5,79 33,52 194,1 2,406 7,609 1,796 3,869 8,335
5,80 33,64 195,1 2,408 7,616 1,797 3,871 8,340
5,81 33,76 196,1 2,410 7,622 1,798 3,873 8,344
5,82 33,87 197,1 2,412 7,629 1,799 3,875 8,349
5,83 33,99 198,2 2,415 7,635 1,800 4,878 8,354
5,84 34,11 199,2 2,417 7,642 1,801 3,880 8,359
5,85 34,22 200,2 2,419 7,649 1,802 3,882 8,363
5,86 34,34 2012 2,421 7,655 1,803 3,884 8,368
5,87 34,46 202,3 2,423 7,662 1,804 3,886 8,373
5,88 34,57 203,3 2,425 7,668 1,805 3,889 8,378
5,89 34,69 204,3 2,427 7,675 1,806 3,891 8,382
5,90 34,81 205,4 2,429 7,681 1,807 3,893 8,387
5,91 34,93 206,4 2,431 7,688 1,808 3,895 8,392
5,92 35,05 207,5 2,433 7,694 1,809 3,897 8,397
5,93 35,16 208,5 2,435 7,701 1,810 3,900 8,401
5,94 35,28 209,6 2,437 7,707 1,811 3,902 8,406
5,95 35,40 210,6 2,439 7,714 1,812 3,904 8,411
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5,95 35,40 210,6 2,439 7,714 1,812 3,904 8,411
5,96 35,52 211,7 2,441 7,720 1,813 3,906 8,416
5,97 35,64 212,8 2,443 1,727 1,814 3,908 8,420
5,98 35,76 213,8 2,445 7,733 1,815 3,911 8,425
5,99 35,88 2149 2,447 7,740 1,816 3,913 8,430
6,00 36,00 216,0 2,449 1,746 1,817 3,915 8,434
6,01 36,12 217,1 2,452 7,752 1,818 3,917 8,439
6,02 36,24 218,2 2,454 7,759 1,819 3,919 8,444
6,03 36,36 219,3 2,456 1,765 1,820 3,921 8,448
6,04 36,48 220,3 2,458 1,772 1,821 3,924 8,453
6,05 36,60 221,4 2,460 7,778 1,822 3,926 8,458
6,06 36,72 2225 2,462 7,785 1,823 3,928 8,462
6,07 36,84 223,6 2,464 7,791 1,824 3,930 8,467
6,08 36,97 224.8 2,466 1,797 1,825 3,932 8,472
6,09 37,09 2259 2,468 7,804 1,826 3,934 8,476
6,10 37,21 227,0 2,470 7.810 1,827 3,956 8,481
6,11 37,33 228,1 2,472 7,817 1,828 3,939 8,486
6,12 37,45 229,2 2,474 7,823 1,829 3,941 8,490
6,13 37,58 230,3 2,476 1,829 1,830 3,943 8,495
6,14 37,70 231,5 2,478 7,836 1,831 3,945 8,499
6,15 37,82 232,6 2,480 7,842 1,832 3,947 8,504
6,16 37,95 233,7 2,482 7,849 1,833 3,949 8,509
6,17 38,07 2349 2,484 7,855 1,834 3,951 8,513
6,18 38,19 236,0 2,486 7,861 1,835 3,954 8,518
6,19 38,32 2372 2,488 7,868 1,836 3,956 8,522
6,20 38,44 238,3 2,490 7,874 1,837 3958 8,527
6,21 38,56 239,5 2,492 7,880 1,638 3,960 8,532
6,22 38,69 240,6 2,494 7,887 1,839 3,962 8,536
6,23 38,81 241.8 2,496 7,893 1,840 3,964 8,541
6,24 38,94 243,0 2,498 7,899 1,841 3,966 8,545
6,25 39,06 244,1 2,500 7,906 1,842 3,969 8,550
6,26 39,19 2453 2,502 7,912 1,843 3,971 8,554
6,27 39,31 246,5 2,504 7,918 1,844 3,973 8,559
6,28 39,44 2477 2,506 7,925 1,845 3,975 8,564
6,29 39.56 248,9 2,508 7,931 1,846 3,977 8,568
6,30 39,69 250,0 2,510 7,937 1,847 3,979 8,573
6,31 39,82 251,2 2,512 7,944 1,848 3,981 8,577
6,32 39,94 252,4 2,514 7,950 1,849 3,983 8,582
6,33 40,07 253,6 2,516 7,956 1,850 3,985 8,586
6,34 40,20 254,8 2,518 7,962 1,851 3,987 8,591
6,35 40,32 256,0 2,520 7,969 1,852 3,990 8,595
6,36 40,45 257,3 2,522 7,975 1,853 3,992 8,600
6,37 40,58 258,5 2,524 7,981 1,854 3,994 8,604
6,38 40,70 259,7 2,526 7,987 1,855 3,996 8,609
6,39 40,83 260,9 2,528 7,994 1,856 3,998 8,613
6,40 40,96 262,1 2,530 8,000 1,857 4,000 8,618

3

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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6,40 40,96 262,1 2,530 8,000 1,857 4,000 8,618
6,41 41,09 263,4 2,532 8,006 1,858 4,002 8.622
6,42 41,22 264,6 2,534 8,012 1,859 4,004 8,627
6,43 41,34 265.8 2,536 8,019 1,860 4,006 8,631
6,44 41,47 267,1 2,538 8,025 1,860 4,008 8,630
6,45 41,60 268.3 2,540 8,031 1,861 4,010 8.640
6,46 41,73 269,6 2,542 8,037 1,862 4,012 8,645
6,47 41,86 270,8 2,544 8,044 1,863 4,015 8.649
6,48 41,99 2721 2,546 8,050 1,864 4,017 8,653
6,49 42,12 273,4 2,548 8,056 1,865 4,019 8,658
6,50 42,25 274,6 2,550 8,062 1,866 4,021 8,662
6,51 42,38 2759 2,551 8,068 1,867 4,023 8,667
6,52 42,51 277,2 2,553 8,075 1,868 4,025 8,671
6,53 42,64 278,4 2,555 8,081 1,869 4,027 8,676
6,54 42,77 279,7 2,557 8,087 1,870 i 4,029 8,680
6,55 42,90 281,0 2,559 8,093 1,87t 4,031 8,685
43,03 282,3 2,561 8,099 1,872 4,033 8,689
43,16 283,6 2,563 8,100 1,873 4,035 8,691
43,30 2349 2,565 8,112 1,874 4,037 8,698
43,43 286,2 2,567 8,118 1,875 4,039 8,702
43.56 287,5 2,569 8,12 1,876 4,041 8,707
43,69 288,8 2,571 8,130 1,877 4,043 8,711
43,82 290,1 2,573 8,136 1,878 4,045 8715
43,96 291,4 2,575 8,142 1,879 4,047 8,720
44,09 292.8 2,577 8,149 1,880 | 4,049 8,724
44 22 294, 1 2,579 8.155 1,881 4,051 8,729
44,36 295,4 2.581 8.161 1,881 4,053 8.733
44 49 206.7 2,583 8,167 1,882 4,055 8,737
44,62 298.1 2,585 8.173 1,883 4,058 8,742
44,76 299,4 2,587 8,179 1.884 4,060 8,746
44,89 300,8 2,588 R,185 1.885 4,062 8,750
45.02 302,14 2,590 8,191 1.886 4,064 8,755
45,106 3J3.,5 2,592 8,198 1.887 4,066 8.7549
45,29 3048 2,594 8,204 1,883 4,068 8,763
45,43 306,2 2,596 8.210 1,889 4,070 8,768
45,56 307.5 2.598 8,216 1,860 4,072 8,772
45,70 308.9 2,600 8.222 1.891 4,074 8.776
45,83 310,3 2,602 £.228 1,892 4,076 8,781%
45,97 31,7 2.604 8,234 1.893 4,078 8,785
46,10 313,0 2,600 8,240 1,894 4,080 8,789
46,24 314,4 2,608 8,246 1,895 4,082 8,794
46,38 315,8 2,610 8,252 1,895 4,084 8,798
46,51 317,2 2,612 8,258 1,896 4,086 8,802
46,65 318,6 2,613 8,264 1,897 4,088 8,807
46,79 3200 2,615 8,270 1,898 4,090 8,811
46,92 321,4 2,617 8,276 1,899 4,092 8,815
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r n? n3 ‘ Vn l Vion 1 Vn l \/ 10n } 1/100n
6,85 46,92 321,4 2,617 8,276 1,899 4,092 8,815
6,86 47,06 322,8 2,619 8,283 1,900 4,094 8,819
6,87 47,20 324,2 2,621 8,289 1,901 4,096 8,824
6,88 47,33 325,7 2,623 8,295 1,902 4,098 8,828
6,89 47,47 327,1 2,625 8,301 1,903 4,100 8,832
6,90 47,61 3285 2627 8,307 1,904 4,102 8,837
6,91 47,75 329,9 2,629 8,313 1,905 4,104 8,841
6,92 47,89 331,4 2,631 8,319 1,906 4,106 8,845
6,93 48,02 332,8 2,632 8,325 1,907 4,108 8,849
6,94 48,16 3343 2,634 8,331 1,907 4,109 8,854
6,95 48,30 335,7 2,636 8,337 1,908 4,111 8,858
6,96 48,44 337,2 2,638 8,343 1,909 4,113 8,862
6,97 48,58 338,6 2,640 8,349 1,910 4,115 8,866
6,98 48,72 340,1 2,642 8,355 1,911 4,117 8,871
6,99 48,86 341,5 2,644 8,361 1,912 4,119 8,875
7,00 49,00 3430 2,646 8,367 1,913 4,121 8,879
7,01 49,14 344,5 2,648 8,373 1,914 4,123 8,883
7,02 49,28 3459 2,650 8,379 1,915 4,125 8,887
7,03 49,42 347,4 2,651 8,385 1,916 4,127 8,892
7,04 49,56 348,9 2,653 8,390 1,917 4,129 8,896
7,05 49,70 | 350,4 2,655 8,396 1,917 4,131 8,900
7,06 49,84 351,9 2,657 8,402 1,918 4,133 8,904
7,07 48,98 3534 2,659 8,408 1,919 4,135 8,909
7,08 50,13 354,9 2,661 8,414 1,920 4,137 8,913
7,09 50,27 356,4 2,663 8,420 1,921 4,139 8,917
7,10 50,41 357,9 2,665 8,426 1,922 4,141 8,921
7,11 50,55 359,4 2,666 8,432 1,923 4,143 8,925
7,12 50,69 360,9 2,668 8,438 1,924 4,145 8,929
7,13 50,84 362,5 2,670 8,444 1,925 4,147 8,934
7,14 50,98 364,0 2,672 8,450 1,926 4,149 8,938
7,15 51,12 365,5 2,674 8,456 1,926 4,151 8,942
7,16 51,27 367,1 2,676 8,462 1,927 4,152 8,946
7,17 51,41 368,6 2,678 8,468 1,928 4,154 8,950
7,18 51,55 370,1 2,680 8,473 1,929 4,156 8,955
7,19 51,70 371,7 2,681 8,479 1,930 4,158 8,959
7,20 51,84 373,2 2,683 8,485 1,931 4,160 8,963
7,21 51,98 374,8 2,685 8,491 1,932 4,162 8,967
7,22 52,13 376,4 2,687 8,497 1,933 4,164 8,971
7,23 52,27 377,9 2,689 8,503 1,934 4,166 8,975
7,24 52,42 379,5 2,691 8,509 1,935 4,168 8,979
7:28 52,56 381,1 2,693 8,515 1,935 4,170 8,984
7,26 52,71 382,7 2,694 8,521 1,936 4,172 8,988
7,27 52,85 384,2 2,696 8,526 1,937 4,174 8,992
7,28 53,00 385,8 2,698 8,532 1,938 4,176 8,996
7,29 53,14 387,4 2,700 8,538 1,939 4,177 9,000
7,30 53,29 389,0 2,702 8,544 1,940 4,179 9,004

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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7,30 53,29 389,0 2,702 8,544 1,940 4,179 9,004
7,31 53,44 390,6 2,704 8,550 1,941 4,181 9,008
7,32 53,58 392,2 2,706 8,556 1,942 4,183 9,012
7,33 53,73 393,8 2,707 8,562 1,943 4,185 9,016
7,34 53,88 395,4 2,709 8,567 1,943 4,187 9,021
7,35 54,02 397,1 2,711 8,573 1,944 4,189 9,025
7,36 54,17 398,7 2,713 8,579 1,945 4,191 9,029
1,37 54,32 400,3 2,715 8,585 1,946 4,193 9,033
7,38 54,46 401,9 2,717 8,591 1,947 4,195 9,037
1,39 54,61 403,6 2,718 8,597 1,948 4,196 9,041
7,40 54,76 | 405,2 2,720 8,602 1,949 4,198 9,045
7,41 54,91 406,9 2,722 8,608 1,950 4,200 9,049
7,42 55,06 | 408,5 2,724 8,614 1,950 4,202 9,053
7,43 55,20 410,2 2,726 8,620 1,951 4,204 9,057
7,44 55,35 | 411,8 2,728 8,626 1,952 4,206 9,061
7,45 55,50 | 413,5 2,729 8,631 1,953 4,208 9,065
7,46 55,65 415,2 2,731 8,637 1,954 4,210 9,069
7,47 55,80 416,8 2,733 8,643 1,955 4,212 9,073
7,48 55,95 418,5 2,735 8,649 1,956 4,213 9,078
7,49 56,10 420,2 2,737 8,654 1,957 4,215 9,082
7,50 56,25 421,9 2,739 8,660 1,957 4,217 9,086
7,51 56,40 423,6 2,740 8,666 1,958 4,219 9,090
7,52 56,55 425,3 2,742 8,672 1,959 4,221 9,094
7,53 56,70 421,0 2,744 8,678 1,960 4,223 9,098
7,54 56,85 428,7 2,746 8,683 1,961 4,225 9,102
7,55 57,00 430,4 2,748 8,689 1,962 4,227 9,106
7,56 57,15 432,1 2,750 8,695 1,963 4,228 9,110
71,57 57,30 433,8 2,751 8,701 1,964 4,230 9,114
7,58 57,46 435,5 2,753 8,706 1,964 4,232 9,118
7,59 57,61 437,2 2,755 8,712 1,965 4,234 9,122
7,60 57,76 439,0 2,757 8,718 1,966 4,236 9,126
7,61 57,91 440,7 2,759 8,724 1,967 4,238 9,130
7,62 58,06 | 442,5 2,760 8,729 1,968 4,240 9,134
7,63 58,22 | 4442 2,762 8,735 1,969 4,241 9,138
7,64 58,37 445,9 2,764 8,741 1,970 4,243 9,142
7,65 58,52 4417 2,766 8,746 1,970 4,245 9,146
7,66 58,68 449,5 2,768 8,752 1,971 4,247 9,150
7,67 58,83 451,2 2,769 8,758 1,972 4,249 9,154
7,68 58,98 453,0 2,771 8,764 1,973 4,251 9,158
7,69 59,14 454,8 2,773 8,769 1,974 4,252 9,162
7,70 59,29 456,5 2,775 8,775 1,975 4,254 9,166
7,71 59,44 458,3 2,777 8,781 1,976 4,256 9,170
1,72 59,60 460,1 2,778 8,786 1,976 4,258 9,174
7,73 59,75 4619 2,780 8,792 1,977 4,260 9,178
1,74 59,91 463,7 2,782 8,798 1,978 4,262 9,182
7,75 60,06 465,5 2,784 8,803 1,979 4,264 9,185
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7,75 | 60,06 | 4655 [ 2,784 8,803 1,979 4,264 9,185
776 | 60,22 | 4673 | 2,786 8,809 1,980 4,265 9,189
777 | 60,37 | 469,1 | 2,787 8,815 1,981 4,267 9,193
778 | 60,53 | 4709 | 2,789 8,820 1,981 4,269 9,197
779 | 60,68 | 472,7 | 2,791 8,826 1,982 4,271 9,201
7,80 | 60,84 | 4746 | 2,793 8,832 1,983 4,273 9,205
781 | 61,00 | 476,4 | 2,795 8,837 1,984 4,274 9,209
782 | 61,15 | 4782 | 2,796 8,843 1,985 4,276 9,213
7.83 | 61,31 | 480,0 | 2,798 8,849 1,986 4,278 9,217
7.84 | 61,47 | 481,9 | 2,800 8,854 1,987 4,280 9,221
7,85 | 61,62 | 4837 | 2,802 8,860 1,987 4,282 9,225
7,86 61,78 485,6 2,804 8,866 1,988 4,284 9,229
7.87 | 61,94 | 4874 | 2,805 8,871 1,989 4,285 9,233
7,88 62,09 489,3 2,807 8,877 1, 4,287 9,237
789 | 62,25 | 491,2 | 2,809 8,883 1,991 4,289 9,240
790 | 62,41 | 4930 | 2,811 8,888 1,992 4,291 9,244
7,91 62,57 4949 2,812 8,894 1,992 4,293 9,248
792 | 62,73 | 496,8 | 2814 8,899 1,993 4,294 9,252
1,93 62,88 498,7 2,816 8,905 1,994 4,296 9,256
7.94 | 63,04 | 5006 | 2818 8,911 1,995 4,298 9,260
795 | 63,20 | 502,5 | 2,820 8,916 1,896 4,300 8,264
1,96 63,36 504,4 2,821 8,922 1,997 4,302 9,268
1,97 63,52 506,3 2,823 8,927 1,997 4,303 9,272
7,98 63,68 508,2 2,825 8,933 1,998 4,305 9,275
7.99 | 63,84 | 510.t | 2,827 8,939 1,999 4,307 9,279
8,00 | 64,00 | 512,0 | 2,828 8,944 2,000 4,309 9,283
8,01 64,16 513,9 2,830 8,950 2,001 4,311 9,287
8,02 64,32 515,8 2,832 8,955 2,002 4,312 9,291
8,03 64,48 517,8 2,834 8,961 2,002 4314 9,295
8,04 64,64 519,7 2,835 8,967 2,003 4,316 9,299
8,05 | 64,80 | 521,7 | 2,837 8,972 2,004 4,318 9,302
8,06 | 6496 | 523,6 | 2,839 8,978 2,005 4,320 9,306
8.07 | 65,12 | 5256 | 2,841 8,983 2,006 4,321 9,310
8,08 65,29 527,5 2,843 8,989 2,007 4,323 9,314
8.09 | 6545 | 529,5 | 2,844 8,994 2,007 4,325 9,318
8,10 | 6561 | 531,4 | 2,846 9,000 2,008 4,327 9,322
811 | 6577 | 5334 | 2,848 9,006 2,009 4,329 9,326
812 | 6593 | 5354 | 2,850 9,011 2,010 4,330 9,329
8,13 66,10 537,4 2,851 9,017 2,011 4,332 9,333
8.14 | 66,26 | 539,4 | 2,853 9,022 2,012 4,334 9,337
8,15 | 6642 | 541,3 | 2,855 9,028 2,012 4,336 9,341
8,16 66,59 5433 2,857 9,033 2,013 4,337 9,345
8.17 | 66,75 | 5453 | 2,858 9,039 2,014 4339 9,348
8,18 66,91 547,3 2,860 9,044 2,015 4,341 9,352
8,19 67,08 549,4 2,862 9,050 2,016 4,343 9,356
8,20 67,24 551,4 2,864 9,055 2,017 4,344 9,360

Véase en la pag. 20 las explicaciones de lu tabla,
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8,20 67,24 551,4 2,864 9,055 2,017 4,344 9,360
8,21 67,40 553,4 2,865 9,061 2,017 4,346 9,364
8,22 67,57 555,4 2,867 9,066 2,018 4,348 9,368
8,23 167,73 557,4 2,869 9,072 2,019 4,350 9,371
8,24 67,90 559,5 2,871 9,077 2,020 4,352 9,375
8,25 68,06 561,5 2,872 9,083 2,021 4,353 9,379
8,26 68,23 563,6 2,874 9,088 2,021 4,355 9,383
8,27 68,39 565,6 2,876 9,094 2,022 4,357 9,386
8,28 68,56 567,7 2,877 9,099 2,023 4,359 9,390
8,29 68,72 569,7 2,879 9,105 2,024 4,360 9,394
8,30 68,89 571,8 2,881 9,110 2,025 4,362 9,398
8,31 69,06 573,9 2,883 9,116 2,026 4,364 9,402
8,32 69,22 575,9 2,884 9,121 2,026 5,366 9,405
8,33 69,39 578,0 2,886 9,127 2,027 4,367 9,409
8,34 69,56 580,1 2,888 9,132 2,028 4,369 9,413
8,35 69,72 582,2 2,890 9,138 2,029 4,371 9,417
8,36 69,89 584,3 2,891 9,143 2,030 4,373 9,420
8,37 70,06 586,4 2,893 9,149 2,030 4,374 9,424
8,38 70,22 588,5 2,895 9,154 2,031 4,376 9,428
8,39 70,39 590,6 2,897 9,160 2,032 4,378 9,432
8,40 70,56 592,7 2,898 9,165 2,033 4,380 9,435
8,41 70,73 594,8 2,900 9,171 2,034 4,381 9,439
8,42 70,90 596,9 2,902 9,176 2,034 4,383 9,443
8,43 71,06 599,1 2,903 9,182 2,035 4,385 9,447
8,44 71,23 601,2 2,905 9,187 2,036 5,386 9,450
8,45 71,40 603,4 2,907 9,192 2,037 4,388 9,454
8,46 71,57 605,5 2,909 9,198 2,038 4,390 9,458
8,47 71,74 607,6 2,910 9,203 2,038 4,392 9,462
8,48 71,91 609,8 2,912 9,209 2,039 4,393 9,465
8,49 72,08 612,0 2,914 9,214 2,040 4,395 9,469
8,50 72,25 614,1 2,915 9,220 2,041 4,397 9,473
8,51 72,42 616,3 2,917 9,225 2,042 4,399 9,476
8,52 72,59 618,5 2,919 9,230 2,042 4,400 9,480
9,53 72,76 620,7 2,921 9,236 2,043 4,402 9,484
8,54 72,93 622,8 2,922 9,241 2,044 4,404 9,488
8,55 73,10 625,0 2,924 9,247 2,045 4,405 9,491
8,56 73,27 627,2 2,926 9,252 2,046 4,407 9,495
8,57 73,44 629,4 2,927 9,257 2,046 4,409 9,499
8,58 73,62 631,6 2,929 9,263 2,047 4,411 9,502
8,59 73,79 633,8 2,931 9,268 2,048 4,412 9,506
8,60 73,96 636,1 2,933 9,274 2,049 4,414 9,510
8,61 74,13 638,3 2,934 9,279 2,050 4,416 9,513
8,62 74,30 640,5 2,936 9,284 2,050 4,417 9,517
8,63 74,48 642,7 2,938 9,290 2,051 4,419 9,521
8,64 74,65 645,0 2,939 9,295 2,052 4,421 9,524
8,65 74,82 647,2 2,941 9,301 2,053 4,423 9,528
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H 4 | , a, a, | P—
nooyo " Vo A 10n A\ n A/ 10n | 1/ 100n
8,65 | 74,82 | [647,2 2,941 9,301 2,053 4,423 9,528
8,66 | 7500 | 649,5 2,943 9,306 2,054 4,424 9,532
8,67 | 7517 | 651,7 2,944 9,311 2,054 4,426 9,535
8.68 | 7534 | 654,0 | 2946 9,317 2,055 4,428 9,539
8,69 | 75,52 | 656,2 2,948 9,322 2,056 4,429 9,543
8,70 | 75,69 | 658,5 2,950 9,327 2,057 4,431 9,546
871 | 75,86 | 660,83 | 2,951 9,333 2,057 4,433 9,550
8.72 | 76,04 | 663,1 2,953 9,338 2,058 4,434 9,554
8.73 | 76,21 | 6653 | 2,955 9,343 2,059 4,436 9,557
874 | 76,39 | 667,6 | 2,956 9,349 2,060 4,438 9,561
8,75 | 76,56 | 669,9 2,958 9,354 2,061 4,440 9,565
8,76 | 76,74 | 6722 | 2,960 9,359 2,061 4,441 9,568
8,77 | 7691 | 674,5 2,961 9,365 2,062 4,443 9,572
8,78 | 77,09 | 676,8 | 2,963 9,370 2,063 4,445 9,576
879 | 77,26 | 6719,2 | 2,965 9,375 2,064 4,446 9,579
8,80 | 77,44 | 6815 | 2966 9,381 2,065 4,448 9,583
881 | 77,62 | 6838 | 2,968 9,386 2,065 4,450 9,586
8.82 | 71,79 | 686,1 2,970 9,391 2,066 4,451 9,590
8.83 | 7797 | 6885 | 2972 9,397 2,067 4,453 9,594
8.84 | 78,15 | 6908 | 2,973 9,402 2,068 4,455 9,597
8,85 | 7832 | 693,2 | 2,975 9,407 2,068 4,456 9,601
8,86 | 78,50 | 6955 | 2,977 9,413 2,069 4,458 9,605
8,87 | 78,68 | 697,9 | 2,978 9,418 2,070 4,460 9,608
8,88 | 78,85 | 700,2 | 2,980 9,423 2,071 4,461 9,612
8,89 | 79,03 [ 702,6 | 2,982 9,429 2,072 4,463 9,615
8,90 | 79,21 | 7050 | 2,983 9,434 2,072 4,465 9,619
8,91 | 79,39 | 707,3 | 2,985 9,439 2,073 4,466 9,623
8,92 | 79,57 | 709,7 | 2,987 9,445 2,074 4,468 9,626
8,93 | 79,74 | 712,1 2988 9,450 2,075 4,470 9,630
8,94 | 7992 | 714,5 | 2,990 9,455 2,075 4,471 9,633
8,95 | 80,10 | 7169 | 2,992 9,460 2,076 4,473 9,637
8,96 | 80,28 | 719,3 | 2,993 9,466 2,077 4,475 9,641
8,97 | 80,46 | 721,7 | 2,995 9,471 2,078 4,476 9,644
8,98 | 80,64 | 7242 | 2,997 9,476 2,079 4,478 9,648
8,99 | 80,82 | 726,6 | 2,998 9,482 2,079 4,480 9,651
9,00 | 81,00 | 7290 | 3,000 9,487 2,080 4,481 9,655
9,0t | 81,18 | 731,4 | 3,002 9,492 2,081 4,483 9,658
9,02 | 81,36 | 7339 3,003 9,497 2,082 4,485 9,662
9,03 | 81,54 | 736,3 3,005 9,503 2,082 4,486 9.666
9,04 | 81,72 | 7388 3,007 9,508 2,083 4,488 9,669
9,05 | 81,90 | 741,2 3,008 9,513 2,084 4,490 9,673
9,06 | 82,08 | 7437 3,010 9,518 2,085 4,491 9,676
9,07 | 82,26 | 746,1 3,012 9,524 2,085 4,493 9,680
9,08 | 82,45 | 748.6 3,013 9,529 2,086 4,495 9,683
9,09 | 82,63 | 751,1 3,015 9,534 2,087 4,496 9,687
9,10 & 82,81 | 753,6 3,017 9,539 2,088 4,498 9,691

Véase en la pag. 20 las explicaciones de la tabla.
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N - _ 3,_

n n: ni V' v/ 10n Vn
9,10 82,81 753,6 3,017 9,539 2,088
9,11 82,99 756,1 3,018 9,545 2,089
9,12 83,17 | 758,6 3,020 9,550 2,089
9,13 83,36 | 761,0 3,022 9,555 2,090
9,14 83,54 | 763,6 3,023 9,560 2,091
9,15 83,72 766,1 3,025 9,566 2,092
9,16 83,91 768,6 3,027 0,571 2,092
9,17 84,09 771,1 3,028 9,576 2,093
9,18 84,27 773,6 3,030 9,581 2,094
9,19 84,46 776,2 3,032 9,586 2,095
9,20 84,64 778,7 3,033 9,592 2,095
9,21 84,82 | 781,2 3,035 9,597 2,096
9,22 85,01 783,8 3,036 9,602 2,097
9,23 85,19 | 786,3 3,038 9,607 2,098
9,24 85,38 788,9 3, 9,612 2,098
9,25 85,56 791,5 3,041 9,618 2,099
9,26 85,75 794,0 3,043 9,623 2,100
9,27 85,93 796,6 3,045 9,628 2,101
9,28 86,12 799,2 3,046 9,633 2,101
9,29 86,30 801,8 3,048 9,638 2,102
9,30 86,49 | 804,4 3,050 9,644 2,103
9,31 86,68 807,0 3,051 9,649 2,104
9,32 86,86 | 809,6 3,053 9,654 2,104
9,33 87,05 | 812,2 3,055 9,659 2,105
9,34 87,24 | 814,8 3,056 9,664 2,106
9,35 87,42 | 8174 3,058 9,670 2,107
9,36 87,61 820,0 3,059 9,675 2,107
9,37 87,80 822,7 3,061 9,680 2,108
9,38 87,98 825,3 3,063 9,685 2,109
9,39 88,17 827,9 3,064 9,690 2,110
9,40 88,36 830,6 3,066 9,695 2,110
9,41 88,55 | 833,2 3,068 9,701 2,111
9,42 88,74 | 8359 3,069 9,706 2,112
9,43 88,92 838,6 3,071 9,711 2,113
9,44 89,11 841,2 3,072 9,716 2,113
9,45 89,30 843,9 3,074 9,721 2,114
9,46 89,49 846,6 3,076 9,726 2,115
9,47 89,68 849,3 3,077 9,731 2,116
9,48 89,87 852,0 3,079 9,737 2,116
9,49 90,06 854,7 3,081 9,742 2,117
9,50 90,25 | 857,4 3,082 9,747 2,118
9,51 90,44 860,1 3,084 9,752 2,119
9,52 90,63 862,8 3,085 9,757 2,119
9,53 90,82 865,5 3,087 9,762 2,120
9,54 91,01 868,3 3,089 9,767 2,121
9,55 | 91,20 | 871,0 3,090 9,772 2,122
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’ 3 - I | J— 3

n n " o V10n vV 4/ 10% 1007
9,55 | 91,20 | 871,0 | 3,090 9,772 2,122 4,571 9,848
9,5 | 91,39 | 873,7 | 3,092 9,778 2,122 4,572 9,851
9,57 | 91,58 | 876,5 | 3,094 9,783 2,123 4,574 9,855
9,58 | 91,78 | 879,2 | 3.095 9,788 2,124 4,576 9,858
9,59 | 91,97 | 882,0 | 3,097 9,793 2,125 4,577 9,861
9,60 | 92,16 | 884,7 [ 3,098 9,798 2,125 4,579 9,865
9,61 | 92,35 | 887,5 | 3.100 9,803 2,126 4,580 9,868
9,62 | 92,54 | 890,3 | 3.102 9,808 2,127 4,582 9,872
9,63 | 92,74 | 8931 | 3.103 9,813 2,128 4,584 9,975
9,64 | 9293 | 8958 | 3.105 9,818 2,128 4,585 9,879
9,65 | 93,12 | 898,66 | 3,106 9,823 2,129 4,587 9,882
9,66 | 93,32 | 901,4 | 3108 9,829 2,130 4,588 9,885
9,67 | 93,51 | 9042 | 3110 9,834 2,130 4,590 9,889
9,68 | 93,70 | 907.0 | 3111 9,839 2,131 4,592 9,892
9,69 | 939 | 9099 | 3,113 9,844 2,132 4,593 9,896
9,70 | 94,00 | 912,7 | 3,114 9,849 2,133 4,595 9,899
9,71 | 94,28 | 9155 | 3.116 9,854 2,133 4,596 9,502
9,72 | 94,48 | 918,3 | 3,118 9,859 2,134 4,598 9,906
973 | 94,67 | 921,2 | 3.119 9,864 2,135 4,599 9,909
9,74 | 94,87 | 9240 | 3,121 9,869 2,136 4,601 9,913
9,75 | 9506 | 9269 | 3,122 9,874 2,136 4,603 9,916
9,76 | 9526 | 9297 | 3,124 9,879 2,137 4,604 9,919
9,77 | 9545 | 9326 | 3,126 9,884 2,138 4,606 9,923
9,78 | 9565 | 9354 | 3,127 9,889 2,139 4,607 9,926
9,79 | 9584 | 9383 | 3,129 9,894 2,139 4,609 9,930
9,80 | 96,04 | 941,2 | 3,130 9,899 2,140 4,610 9,933
9,81 | 96,24 | 944,1 3,132, 9,905 2,141 4,612 9,936
982 | 96,43 | 9470 | 3.134 9,910 2,141 4,614 9,940
9,83 | 96,63 | 9499 | 3,135 9,915 2,142 4,615 9,943
984 | 96,83 | 952,83 | 3,137 9,920 2,143 4,617 9,946
9,85 | 97,02 | 9557 | 3,138 9,925 2,144 4,618 9,950
9,86 | 97,22 | 958,6 | 3,140 9,930 2,144 4,620 9,953
987 | 9742 | 91,5 | 3,142 9,935 2,145 4,621 9,956
988 | 97,61 | 9644 | 3,143 9.940 2,146 4,623 9,960
9,89 | 9781 | 967.4 | 3.145 9,945 2,147 4,625 9,963
9,90 | 98,01 | 9703 | 3,146 9,950 2,147 4,626 9,967
99: | 9821 | 9732 | 3,148 9,955 2,148 4,628 9,970
992 | 9841 | 9762 | 3,150 9,960 2,149 4,625 9,973
9,93 | 98,60 | 979.1 | 3,151 9,965 2,149 4.631 9,977
9,94 | 98,80 | 9821 3,153 9,970 2,150 4,632 9,980
9,95 | 99,00 | 9851 | 3,154 9,975 2,151 4,634 9,983
996 | 99,20 | 9880 | 3,156 9,980 2,152 4,635 9,987
9,97 99,40 991,0 3,158 9,985 2,152 4,637 9,990
9,98 99,60 994,0 3,159 9,990 2,153 4,638 9,993
9,99 99,80 997,0 3,161 9.995 2,154 4,640 9,997
10,00 100,00 |1000,0 | 3,162 | 10,000 2,154 4,642 | 10,000

Véase en la pig. 20 las explicaciones de la tabla,
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3. Potencias de los numeros enteros desde n=1 hasta n=100

n ! n* i n3 E nt | ns
1 1 1 ] 1
2 4 8 16 32
3 9 27 81 243
4 16 64 256 1024
5 25 125 625 3125
6 36 216 1296 7776
7 49 343 2401 16 807
8 64 512 4096 32768
9 81 729 6561 59 049
10 100 1000 10 000 100 000
11 121 1331 14 641 161051
12 144 1728 20736 248 832
13 169 2197 28 561 371293
14 196 2744 38416 537 824
15 225 3375 50 625 759 375
16 256 4096 65 536 1048 576
17 289 4913 83 521 1419 857
18 324 5832 104 976 1 889 568
19 361 6 859 130321 2476 099
20 400 8 000 160 000 3 200 000
21 441 9261 194 481 4084 101
22 484 10 648 234 256 5153632
23 529 12167 279 841 6436 343
24 576 13 824 331776 7962 624
25 625 15625 390 625 9 765 625
26 676 17576 456 976 11881376
27 729 19 683 531 441 14 348 907
28 784 21952 614 656 17210 368
29 841 24 389 707 281 20511149
30 900 27 000 810000 24 300 000
31 961 29 791 923 521 28 529 151
32 1024 32768 1048 576 33554432
33 1089 35937 1185921 39135393
34 1156 39 304 1336336 45435424
35 1225 42 875 1 500 625 52521 875
36 1296 46 656 1 679 616 60 466 176
37 1369 50 653 1874 161 69 343 957
38 1444 54 872 2085136 79 235 168
39 1521 59319 2313441 90 224 199
40 1600 64 000 2 560 000 102 400 000
41 1681 68 921 2 825761 115 856 201
42 1764 74 088 3111696 130 691 232
43 1849 79 507 3418801 147 008 443
44 1936 85 184 3748 096 164 916 224
45 2025 91125 4 100 625 184 528 125
46 2116 97 336 4 477 456 205 962 976
47 2209 103 823 4 879 681 229 345 007
48 2404 110592 5308 416 254 803 968
49 2 401 117 649 5764 801 282 475 249
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43

n nz n? ni ns
50 2500 125 000 6 250 000 312 500 000
51 2601 132651 6765 201 345 025 251
52 2704 140 608 7311616 380 204 032
53 2809 148 877 7 890 481 418 195 493
54 2916 157 464 8 503 056 459 165 024
55 3025 166 375 9150625 503 284 375
56 3136 175616 9 834 496 550731776
57 3249 185193 10 556 001 601 692 057
58 3364 195112 11316 496 656 356 768
59 3481 205379 12117 361 714924 299
60 3 600 216 000 12 960 000 777 600 000
61 3721 226 981 13 845 841 844 596 301
62 3844 238328 14776 336 916 132 832
63 3969 250047 15752961 992 436 543
64 4096 262 144 16 777 216 1073 741 824
65 4225 274 625 17 850 625 1160 290 625
66 4 356 287 496 18974 736 1252332576
67 4 489 300 763 20151121 1350125107
68 4624 314432 21381376 1453933 568
69 4761 328 509 22667 12. 1564 031 349
70 4900 343 000 24 010 000 1 680 700 000
71 5041 357911 25411681 1 804 229 351
72 5184 373248 26 873 856 1934917632
73 5329 389017 28 398 241 2073071 593
74 5476 405 224 29986 576 2219006 624
75 5625 421 875 31640625 2373046 875
76 5776 438976 33362176 2535525376
77 5929 456 533 35153041 2706 784 157
78 6084 474 552 37015056 2887174 368
79 6241 493 039 38950081 3077 056 399
80 6 400 512000 40 960 000 3 276 800 000
81 6561 531441 43 046 721 3486 784 401
82 6724 551 368 45212176 3707 398 432
83 6 889 571787 47 458 321 3.939 040 643
84 7056 592 704 49 787 136 4182119424
85 7225 614125 52200625 4437053 125
86 7 396 636 056 54700816 4704270 176
87 7 569 658 503 57 289 761 4984 209 207
88 7744 681472 59 969 536 5277319168
89 7921 704 969 62 742 241 5584 059 449
90 8100 729 000 65 610 000 5904 9500 000
91 8281 753 571 68 574 961 6240 321 451
92 8 464 778 688 71639 296 6590 815232
93 8 649 804 357 74 805 201 6956 883 693
94 8836 830 584 78 074 896 7 339 040 224
95 9025 857 375 81450 625 7737809 375
96 9216 884 736 84 934 656 8153726976
97 9 409 912673 88 529 281 8 587 340 257
98 9 604 941 192 92236 816 9 039 207 968
99 9801 970 299 96 059 601 9 509 900 499
100 10000 1 000 000 100 000 000 10 000 000 000
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4. Valores reciprocos

n ] o ! 1 2 \ 3 ‘ 4 ‘ 5 | 6 | 7 [ 8 ' 9
1,0 {10000 | 9901 | 9804 | 9709 | 9615 | 9524 | 9434 | 9346 | 9259 | 9174
1’1 | 9091 | 9009 | 8929 | 8850 | 8772 | 8696 | 8621 | 8547 | 8475 | 8403
12 | 8333 | 8264 | 8197 | 8130 | 8065 | 8000 | 7937 | 7874 | 7812 | 7752
13 | 7692 | 7634 | 7576 | 7519 | 7463 | 7407 | 7353 | 7299 | 7246 | 7194
1'a | 7143 | 7092 | 7042 | 6993 | 6944 | 6897 | 6849 | 6803 | 6757 | 6711
1.5 | 6667 6623 | 6579 | 6536 | 6494 | 6452 | 6410 | 6369 | 6329 | 6289
1’6 | 6250 | 6211 | 6173 | 6135 | 6098 | 6061 | 6024 | 5988 | 5952 | 5917
17 | 882 | s848 | 5814 | 5780 | 5747 | 5714 | 5682 | 5650 | 5618 | 5587
18 | 5556 | 5525 | 5495 | 5464 | 5435 | 5405 | 5376 | 5348 | 5319 | 5291
1’0 | 5263 | 5236 | 5208 | 5181 | 5155 | 5128 | 5102 | 5076 | 5051 | 5025
2,0 | 5000 | 4975 | 4950 | 4926 | 4902 | 4878 | 4854 | 4831 | 4808 | 4785
21 | 4762 | 4735 | 4717 | 4695 | 4673 | 4651 | 4630 | 4608 | 4587 | 4566
22 | 4545 | 4525 | 4505 | 4484 | 4464 4425 | 4405 | 4386 | 4367
2'3 | 4348 | 4320 | 4310 | 4292 | 4274 | 4255 | 4237 | 4219 | 4202 | 4184
24 | 4167 | 4149 | 4132 | 4115 | 4098 | 4082 | 4065 | 4049 | 4032 | 4016
2,5 3984 | 3968 | 3953 | 3937 | 3922 | 3906 | 3891 | 3876 | 3861
26 | 3846 | 3831 | 3817 | 3802 | 3788 | 3774 | 3759 | 3745 | 3731 | 3717
27 | 3704 | 3690 | 3676 | 3663 | 3650 | 3636 | 3623 | 3610 | 3597 | 3584
2'8 | 3571 | 3559 | 3546 | 3534 | 3521 | 3509 | 3497 | 3484 | 3472 | 3460
2'9 | 3448 | 3436 | 3425 | 3413 | 3a01 | 3390 | 3378 | 3367 | 3356 | 3344
3,0 | 3333| 3322 | 3311 | 3300 | 3289 | 3279 | 3268 | 3257 | 3247 | 3236
31 | 3226 | 3215 | 3205 | 3195 | 3185 | 3175 | 3165 | 3155 | 3145 | 3135
32 | 3128 | 3115 | 3106 | 3096 | 3086 | 3077 | 3067 | 3058 | 3049 | 3040
3'3 | 3030 | 3021 | 3012 | 3003 | 2994 | 2985 | 2976 | 2967 | 2959 | 2950
34 | 2041| 2033 | 2924 | 2915 | 2907 | 2899 | 2890 | 2882 | 2874 | 2865
3.5 | 2857| 2849 | 2841 | 2833 | 2825 | 2817 | 2809 | 2801 | 2793 | 2786
36 | 2778 | 2770 | 2762 | 2755 | 2747 | 2740 | 2732 | 2725 | 2717 | 2710
37 | 2703 | 2695 | 2688 | 2581 | 2674 | 2667 | 2660 | 2653 | 2646 | 2639
'8 | 2632 | 2625 | 2618 | 2611 | 2604 | 2597 | 2591 | 2584 | 2577 | 2571
3'9 | 2564 | 2558 | 2551 | 2545 | 2538 | 2532 | 2525 | 2519 | 2513 | 2506
40 | 2500 | 2494 | 2488 | 2481 | 2475 | 2469 | 2463 | 2457 | 2451 | 2445
a1 | 2439 | 2433 | 2427 | 2421 | 2415 | 2410 | 2404 | 2398 | 2392 | 2387
42 | 2381| 2375 | 2370 | 2364 | 2358 | 2353 | 2347 | 2342 | 2336 | 2331
43 | 2326| 2320 | 2315 | 2309 | 2304 | 2299 | 2294 | 2288 | 2283 | 2278
44 | 2273 | 2268 | 2262 | 2257 | 2252 | 2247 | 2242 | 2237 | 2232 | 2227
45 | 2222 2217 | 2212 | 2208 | 2203 | 2198 | 2193 | 2188 | 2183 | 2179
46 | 2174 | 2169 | 2165 | 2160 | 2155 | 2151 | 2146 | 2141 | 2137 | 2132
47 | 2128 2123 | 2110 | 2114 | 2110 | 2105 | 2101 | 2096 | 2092 | 2088
48 | 2083 | 2079 | 2075 | 2070 | 2066 | 2062 | 2058 | 2053 | 2049 | 2045
49 | 2041| 2037 | 2033 | 2028 | 2024 | 2020 | 2016 | 2012 | 2008 | 2004
5.0 | 2000 1996 | 1992 | 1988 | 1984 | 1980 | 1976 | 1972 | 1969 | 1965
51 | 1961 | 1957 | 1953 | 1949 | 1946 | 1942 | 1938 | 1934 | 1931 | 1927
52 | 1923 1919 | 1916 | 1912 | 1908 | 1905 | 1901 | 1898 | 1894 | 1890
5'3 | 1887 | 1883 | 1880 | 1876 | 1873 | 1869 | 1866 | 1862 | 1859 | 1855
54 | 1852| 1848 | 1845 | 1842 | 1838 | 1835 | 1832 | 1828 | 1825 | 1821
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oo 23 e s e |7 |8 | 9
5,5 |1818] 1815 | 1812 | 1808 | 1805 | 1802 | 1799 | 1795 | 1792 | 1789
56 | 1786 | 1783 | 1779 | 1776 | 1773 | 1770 | 1767 | 1764 | 1761 | 1757
57 | 1754 | 1751 | 1748 | 1745 | 1742 | 1739 | 1736 | 1733 | 1730 | 1727
58 | 1724| 1721 | 1718 | 1715 | 1742 | 1709 | 1706 | 1704 | 1701 | 1698
59 | 1695 | 1692 | 1689 | 1685 | 1684 | 1681 | 1678 | 1675 | 1672 | 1669
6.0 | 1667 | 1664 | 1661 | 1658 | 1656 | 1653 | 1650 | 1647 | 1645 | 1642
6,1 | 1639 | 1637 | 1634 | 1631 | 1629 | 1626 | 1623 | 1621 | 1618 | 1616
62 | 1613 | 1610 | 1608 | 1605 | 1603 | 1600 | 1597 | 1595 | 1592 | 1590
6,3 | 1587 | 1585 | 1582 | 1580 | 1577 | 1575 | 1572 | 1570 | 1567 | 1365
64 | 1562 | 1560 | 1558 | 1555 | 1553 | 1550 | 1548 | 1546 | 1543 | 1541
6.5 | 1538 | 1536 | 1534 | 1531 | 1529 | 1527 | 1524 | 1522 | 1520 | 1517
6,6 | 1515 | 1513 | 1511 { 1508 | 1506 | 1504 | 1502 | 1499 | 1497 | 1495
6.7 | 1493 | 1490 | 1488 | 1486 | 1484 | 1481 | 1479 | 1477 | 1475 | 1473
6,8 | 1471 | 1468 | 1466 | 1464 | 1462 | 1460 | 1458 | 1456 | 1453 | 1451
6,9 | 1449 | 1447 | 1445 | 1443 | 1441 | 1439 | 1437 | 1435 | 1433 | 1431
7.0 | 1429 | 1427 | 1425 | 1422 | 1420 | 1418 | 1416 | 1414 | 1412 | 1410
7,1 | 1408 | 1406 | 1404 | 1403 | 1401 | 1399 | 1397 | 1395 | 1393 | 1391
7,2 | 1389 | 1387 | 1385 | 1383 | 1381 | 1379 | 1377 | 1376 | 1374 | 1372
7.3 | 1370 | 1368 | 1366 | 1364 | 1362 | 1361 | 1359 | 1357 | 1355 | 1353
7.4 | 1351 1350 | 1348 | 1346 | 1344 | 1342 | 1340 | 1339 | 1337 | 1335
7,5 | 1333 | 1332 | 1330 | 1328 | 1326 | 1325 | 1323 | 1321 | 1319 | 1318
7.6 | 1316 | 1314 | 1312 | 1311 | 1309 | 1307 | 1305 | 1304 | 1302 | 1300
7.7 | 1299 | 1297 | 1295 | 1294 | 1292 | 1290 | 1289 | 1287 | 1285 | 1284
7,8 | 1282 1280 | 1279 | 1277 | 1276 | 1274 | 1272 | 1271 | 1260 | 1267
7,9 | 1266 | 1264 | 1263 | 1261 | 1259 | 1258 | 1256 | 1255 | 1253 | 1252
8,0 | 1250 1248 | 1247 | 1245 | 1244 | 1242 | 1241 | 1239 | 1238 | 1236
8,1 | 1235|1233 | 1232 | 1230 | 1229 | 1227 | 1225 | 1224 | 1222 | 1221
82 | 1220 1218 | 1217 | 1215 | 1214 | 1212 | 1211 | 1209 | 1208 | 1206
8,3 | 1205 | 1203 | 1202 | 1200 | 1199 | 1198 | 1196 | 1195 | 1193 | 1192
84 | 1190 | 1189 | 1188 | 1186 | 1185 | 1183 | 1182 | 1181 | 1179 | 1178
8,5 | 1176| 1175 | 1174 | 1172 | 1171 | 1170 | 1168 | 1167 | 1166 | 1164
8,6 | 1163 | 1161 | 1160 | 1159 | 1157 | 1156 | 1155 | 1153 | 1152 | 1151
87 1149 | 1148 | 1147 | 1145 | 1144 | 1143 | 1142 | 1140 | 1139 | 1138
88 | 1136 1135 | 1134 | 1133 | 1131 | 1130 | 1129 | 1127 | 1126 | 1125
89 |1124| 1122 | 1121 | 1120 | 1119 | 1117 | 1116 | 1115 | 1114 | 1112
9,0 | 1111 1110 | 1109 | 1107 | 1106 | 1105 | 1104 | 1103 | 1101 | 1100
9,1 | 1099 | 1098 | 1096 | 1095 | 1094 | 1093 | 1092 | 1091 | 1089 | 1088
9,2 | 1087 1086 | 1085 | 1083 | 1082 | 1081 | 1080 | 1079 | 1078 | 1076
93 | 1075 | 1074 | 1073 | 1072 | 1071 | 1070 | 1068 | 1067 | 1066 | 1065
9,4 | 1064 | 1063 | 1062 | 1060 | 1059 | 1058 | 1057 | 1056 | 1055 | 1054
9,5 | 1053 | 1052 | 1050 | 1049 | 1048 | 1047 | 1046 | 1045 | 1044 | 1043
9,6 | 1042 | 1041 | 1040 | 1038 | 1037 | 1036 | 1035 | 1034 | 1033 | 1032
9,7 | 1031 | 1030 | 1029 | 1028 | 1027 | 1026 | 1025 | 1024 | 1022 | 1021
9,8 110201 1019 | 1018 | 1017 | 1016 | 1015 | 1014 | 1013 | 1012 | 1011
9,9 | 1010 1009 | 1008 | 1007 | 1006 | 1005 | 1004 | 1003 | 1002 | 1001

Véase en la pagina siguiente las explicaciones de I3 tabla.
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EXPLICACIONES DE LA TABLA DE VALORES RECIPROCOS

En la tabla 4 en las pags. 44,45 estin dados los valores del nimero
10 000 : n con cuatro cifras significativas para los valores de tres cifras
significativas del argumento comprendidos entre 1 y 10. En la tabla, cada
nimero esta colocado en la fila correspondiente a las dos primeras cifras
significativas del argumento (indicadas en la columna #) y en la columna
correspondiente a la tercera cifra del argumento. Por ejemplo: 10 000 :
12,26 = 4425, Si el argumento estd dado con cuatro cifras significativas,
es necesario recurrir a la interpolacion lineal (véase pag. 15). Aqui se
debe tener en cuenta que las correcciones de interpolacién no se suman,
sino se restan.

Losnumeros includos en la tabla se pueden considerar como las cifras
decimales de la fraccién 1: 7 que siguen la coma decimal; por ejemplo:
1:2,26 = 0,4425. Para encontrar el valor 1 :nparan > 10y n < 1 se
debe tener en cuenta que cuando se multiplica 7 por 10% el valor 1 : n se
multiplica por 10-*, es decir, al correr la coma de » en k lugares a la
derecha se debe correr la coma decimal de 1 : nen k lugares a la izquierda
y viceversa. Por ejemplo: 1:22,6 = 0,04425; 1:0,0226 = 44,25.

5. Los factoriales y sus valores reciprocos

n n! n n!
1 1 11 39916 800
2 2 12 479 001 600
3 6 13 6227 020 800
4 24 14 87 178 291 200
5 120 15 1 307 674 368 000
6 720 16 20 922 789 888 000
7 5040 17 355 687 428 096 000
8 40 320 18 6 402 373 705 728 000
9 362 880 19 121 645 100 408 832 000
10 3 628 800 20 2432 902 008 176 640 000
Valores reciprocos de los factoriales*
n 1:n! n 1:n! n 1:n!
1 1,000000 11 0,0725052 21 0,01219573
2 0,500000 12 0,0820877 22 0,02188968
3 0,166667 13 0,0916059 23 0,02238682
4 0,041667 14 0,01011471 24 0,02316117
5 0,0283333 15 0,01276472 25 0,02564470
6 0,0213889 16 0,01347795 26 0,02624796
7 0,0319841 17 0,01428115 27 0,02891837
8 0,0424802 18 0,01515619 28 0,02032799
9 0,0527557 19 0,01782206 29 0,0%011310
10 0,0827557 20 0,01841103 30 0,03837700

* Para 1: n! se usa la forma abreviada de escribir los ceros después de la coma, Asi:
1:8! = 0,000024802.
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6. Algunas potencias de los nimeros 2,3 y 5

no | 21 i 3n | s5n
1 2 3 5
2 4 9 25
3 8 27 125
3 16 81 625
5 32 243 3125
6 64 729 15625
7 128 2187 78 125
8 256 6561 390 625
9 512 19 683 1953125
10 1024 59 049 9765 625
1 2048 177 147 48828 125
12 4096 531 441 244 140 625
13 8192 1594 323 1220703 125
14 16 384 4782969 6103 515 625
15 32768 14 348 907 30517 578 125
16 65 536 43 046 721 152 587 890 625
17 131072 129 140 163 762939 453 125
18 262 144 387 420 489 3814697 265 625
19 524288 1162261 467 19 073 486 328 125
20 1048 576 3 486 784 401 95 367 431 640 625

EXPLICACIONES DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS Y ANTILOGARITMOS

Latabla 7 (pags. 49,50) sirve para hallarloslogaritmos decimales delos
numeros. Primeramente, de acuerdo con las reglas dadas en la pag. 151
para el numero dado se halla la caracteristica de su logaritmo y después,
por la tabla, la mantisa. Para los nimeros de tres cifras significativas,
la mantisa se encuentra en la intersecciéon de la fila en cuyo comienzo (en
la columna N) estan situadas las dos primeras cifras del nimero dado, y
la columna encabezada por la tercera cifra. Si el nimero dado tiene mas
de tres cifras significativas, es necesario aplicar la interpolacion lineal
(véase pag. 15). En este caso se halla la correccion de interpolacion sélo
para la cuarta cifra significativa; tiene sentido efectuar la correccion para
la quinta cifra tan s6lo cuando la primera cifra significativa del nimero
dadoesiguala 16 2.

Ejemplo: 1g 254,3 = 2,4053 (a 4048 se le agrega 0,317 = 5,1).

Latabla 8 (pags. 51,52)(deantilogaritmos*)sirve para hallar unnumero
por su logaritmo decimal. En esta tabla, el argumento es la mantisa del
logaritmo dado. En la tabla de antilogaritmos, en la interseccion de la

* El namero y cuyo logaritmo decimal es ngu.ﬂ a v, sc llama antilogaritma de x.
En virtud de la definicion de logafitmo (véase pag. 149) esta {uncion coincide con fa
funcion exponencial y = 102,
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fila determinada por las dos primeras cifras de la mantisa (la columna m)
y la columna encabezada por su tercera cifra, se encuentra la estructura
de cifras del nimero buscado. Para la cuarta cifra se debe introducir la
coreccion de interpolacién. La caracteristica del logaritmo permite poner
la coma en el resultado obtenido, segiin las reglas dadas en la pag. 150.

Ejemplos: 1g x+1,2763; x = 18,89 (a 1888, encontrado en la tabla,
se le suma 0,3-4 = 1,2; como la caracteristica es igual a la unidad, en el
resultado se separan dos cifras con la coma. Si Ig x = 2,2763, entonces
x = 0,01889. Estos resultados pueden anotarse también de la siguiente
manera: 1012763 = 18,89; 10-1.7237 = 0,01889 (ya que 32,2763 =
=—1,7237).
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Nlo i |23 els e |7 |8 9
10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 [ 1703 | 1732
15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2520
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989
20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 | 3222| 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 392
25 | 3979 | 3097 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4240 | 4265 | 4281 | 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757
30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 | 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | S024 | 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
35 | 5441 | 5453 | s65 | 5478 | 5490 | sS02 | ssi4 | 5527 | 5539 | sssi
36 | 5563 | 3575 | 5587 | 5599 | S611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899
39 | 5911 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
42 | 6232| 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6483 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
4s | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 | 6618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6884 | 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6972 | 6981
50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
St 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
§2 L7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7235
53 | 72430 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7292 | 7300 | 7308 | 7316
s4 | 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 73%

4

14016
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N | o 1 } 2 ‘ 3 ! 4 s | s 7| 8 9

55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474
56 | 7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 | 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
57 | 7559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
59 {7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774
60 | 7782 | 7789 | 7796 | 7803 | 7810 | 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
61 | 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 | 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
63 | 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055
64 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 | 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122
65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 | 8228 | 8235 | 8241 | 8248 | 8254
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 | 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
68 | 8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 8351 | 8357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
69 | 8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445
70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506
71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 | 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567
72 | 8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8615 | 8621 | 8627
73 | 8633 | 8639 | 8645 | 8651 | 8657 | 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686
74 | 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739 | 8745
75 | 8751 | 8756 | 8762 | 8768 | 8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
76 | 8808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854 | 8859
77 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887 | 8893 | 8399 | 8904 | 8910 | 8915
78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971
79 | 8976 | 8952 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025
80 | 9031 | 9036 | 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
81 | 9085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 | 9138 | 9143 | 9149 | 9154 | 9159 | 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186
83 | 9191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212 | 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9260 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289
85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 | 9345 | 9350 | 9355 | 9360 | 9365 | 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440
88 | 9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538
90 | 9542 | 9547 | 9552 | 9557 | 9562 | 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586
91 | 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92 | 9638 | 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
93 | 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
94 | 9731 9736 | 9741 | 9745 | 9750 | 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773
95 | 9777 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818
96 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 | 9886 | 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
98 | 9912 ] 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
99 | 9956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996

Véase en la pig. 47 las explicacionces de la tablu,
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mlo 1t 2 {3 | a]s |6 |7 | 9

00 | 1000 | 1002 | 1005 | 1007 | 1009 | 1012 | 1014 | 1016 | 1019 | 1021
of [1023| 1026 | 1028 | 1030 | 1033 | 1035 | 1038 | 1040 | 1042 | 1045
02 | 1047 | 1050 | 1052 | 1054 | 1057 | 1059 | 1062 | 1064 | 1067 | 1069
03 [1072| 1074 | 1076 | 1079 | 1081 | 1084 | 1086 | 1089 | 1091 | 1094
04 | 1096 | 1099 | 1102 | 1104 | 1107 | 1109 | 1112 | 1114 | 1117 | 1119
0s | 1122| 1125 | 1127 | 1130 | 1132 | 1135 | 1138 | 1140 | 1143 | 1146
06 | 1148 | 1151 | 1153 | 1156 | 1159 | 1161 | 1164 | 1167 | 1169 | 1172
07 | 1175 | 1178 | 1180 | 1183 | 1186 | 1189 | 1191 | 1194 | 1197 | 1199
08 | 1202 | 1205 | 1208 | 1211 | 1213 | 1216 | 1219 | 1222 | 1225 | 1227
09 | 1230 | 1233 | 1236 | 1239 | 1242 | 1245 | 1247 | 1250 | 1253 | 1256
10 | 1259 | 1262 | 1265 | 1268 | 1271 | 1274 | 1276 | 1279 | 1282 | 1285
11 | 1288 | 1291 | 1294 | 1297 | 1300 | 1303 | 1306 | 1309 | 1312 | 1315
12 1318 | 1321 | 1324 | 1327 | 1330 | 1334 | 1337 | 1340 | 1343 | 1346
13 | 1349 | 1352 | 1355 | 1358 | 1361 | 1365 | 1368 | 1371 | 1374 | 1377
14 | 1380 | 1384 | 1387 | 1390 | 1393 | 1396 | 1400 | 1403 | 1406 | 1409
15 | 1413 | 1416 | 1419 | 1422 | 1426 | 1429 | 1432 | 1435 | 1439 | 1442
16 | 1445 | 1449 | 1452 | 1455 | 1459 | 1462 | 1466 | 1469 | 1472 | 1476
17 | 1479 | 1483 | 1486 | 1489 | 1493 | 1496 | 1500 | 1503 | 1507 | 1510
18 | 1514 | 1517 | 1521 | 1524 | 1528 | 1531 | 1535 | 1538 | 1542 | 1545
19 | 1549 | 1552 | 1556 | 1560 | 1563 | 1567 | 1570 | 1574 | 1578 | 1581
20 | 1585 | 1589 | 1592 | 1596 | 1600 | 1603 | 1607 | 1611 | 1614 | 1618
21 | 1622 | 1626 | 1629 | 1633 | 1637 | 1641 | 1644 | 1648 | 1652 | 1656
22 | 1660 | 1663 | 1667 | 1671 | 1675 | 1679 | 1683 | 1687 | 1690 | 1694
23 | 1698 | 1702 | 1706 | 1710 | 1714 | 1718 | 1722 | 1726 | 1730 | 1734
24 [ 1738 1742 | 1746 | 1750 | 1754 | 1758 | 1762 | 1766 | 1770 | 1774
25 | 1778 | 1782 | 1786 | 1791 | 1795 | 1799 | 1803 | 1807 | 1811 | 1816
26 | 1820 | 1824 | 1828 | 1832 | 1837 | 1841 | 1845 | 1849 | 1854 | 1858
27 | 1862 | 1866 | 1871 | 1875 | 1879 | 1884 | 1888 | 1892 | 1897 | 1901
28 | 1905 | 1910 | 1914 | 1919 | 1923 | 1928 | 1932 | 1936 | 1941 | 1945
29 | 1950 | 1954 | 1959 | 1963 | 1968 | 1972 | 1977 | 1982 | 1986 | 1991
30 | 1995 | 2000 | 2004 | 2009 | 2014 | 2018 | 2023 | 2028 | 2032 | 2037
31 | 2042 | 2046 | 2051 | 2056 | 2061 | 2065 | 2070 | 2075 | 2080 | 2084
32 | 2089 | 2094 | 2099 | 2104 | 2109 | 2113 | 2118 | 2123 | 2128 | 2133
33 | 2138 | 2143 | 2148 | 2153 | 2158 | 2163 | 2168 | 2173 | 2178 | 2183
34 | 2188 | 2193 | 2198 | 2203 | 2208 | 2213 | 2218 | 2223 | 2228 | 2234
35 | 2239 | 2244 | 2249 | 2254 | 2259 | 2265 | 2270 | 2275 | 2280 | 2286
36 | 2291 | 2296 | 2301 | 2307 | 2312 | 2317 | 2323 | 2328 | 2333 | 2339
37 | 2344 | 2350 | 2355 | 2360 | 2366 | 2371 | 2377 | 2382 | 2388 | 2393
38 | 2399 | 2404 | 2410 | 2415 | 2421 | 2427 | 2432 | 2438 | 2443 | 2449
39 | 2455 | 2460 | 2466 | 2472 | 2477 | 2483 | 2489 | 2495 | 2500 | 2506
40 | 2512 | 2518 | 2523 | 2529 | 2535 | 2541 | 2547 | 2553 | 2559 | 2564
41 | 2570 | 2576 | 2582 | 2588 | 2594 | 2600 | 2606 | 2612 | 2618 | 2624
42 | 2630 | 2636 | 2642 | 2649 | 2655 | 2661 | 2667 | 2673 | 2679 | 2685
43 | 2692 | 2698 | 2704 | 2710 | 2716 | 2723 | 2729 | 2735 | 2742 | 2748
44 | 2754 | 2761 | 2767 | 2773 | 2780 | 2786 | 2793 | 2799 | 2805 | 2812
as | 2818 | 2825 | 2831 | 2838 | 2844 | 2851 | 2858 | 2864 | 2871 | 2877
45 | 2884 | 2891 | 2897 | 2904 | 2911 | 2917 | 2924 | 2931 | 2938 | 2944
47 | 2951 | 2958 | 2965 | 2972 | 2979 | 2985 | 2992 | 2999 | 3006 | 3013
48 | 3020 | 3027 | 3034 | 3041 | 3048 | 305 | 3062 | 3069 | 3076 | 3083
49 | 3090 | 3097 | 3105 | 3112 | 3119 | 3126 | 3133 | 3141 | 3148 | 3155

4L*



52 I. TABLAS

m| o 1 | 2 | o3 | 4 ] s |6 | 7 [ 8 | 9

50 31621 3170 | 3177 | 3184 | 3192 | 3199 | 3206 | 3214 | 3221 3228
51 3236 | 3243 | 3251 3258 | 3266 | 3273 3281 3289 | 3296 | 3304
52 3311 | 3319 | 3327 | 3334 | 3342 | 3350 | 3357 | 3365 | 3373 | 3381
53 | 3388 | 3396 | 3404 | 3412 | 3420 | 3428 | 3436 | 3443 | 3451 | 3459
54 3467 | 3475 | 3483 | 3491 3499 | 3508 | 3516 | 3524 | 3532 | 3540
58 3548 | 3556 | 3565 | 3573 | 3581 3589 | 3597 | 3606 | 3614 | 3622
56 | 3631 | 3639 | 3648 | 3656 | 3664 | 3673 | 3681 | 3690 | 3698 | 3707
57 3715 | 3724 | 3733 | 3741 3750 | 3758 | 3767 | 3776 | 3784 | 3793
58 | 3802 | 3811 | 3819 | 3828 | 3837 | 3846 | 3855 | 3864 | 3873 | 3882
59 3890 | 3899 | 3908 | 3917 | 3926 | 3936 | 3945 | 3954 | 3963 | 3972
60 3981 | 3990 | 3999 | 4009 | 4018 | 4027 | 4036 | 4046 | 4055 | 4064
61 4074 | 4083 | 4093 | 4102 | 4111 | 4121 | 4130 | 4140 | 4150 | 4159
62 | 4169 | 4178 | 4188 | 4198 | 4207 | 4217 | 4227 | 4236 | 4246 | 4256
63 4266 | 4276 | 4285 | 4295 | 4305 | 4315 | 4325 | 4335 | 4345 | 4355
64 | 4365 | 4375 | 4385 | 4395 | 4406 | 4416 | 4426 | 4436 | 4446 | 4457
65 4467 | 4477 | 4487 | 4498 | 4508 | 4519 | 4529 | 4539 | 4550 | 4560
66 4571 | 4581 | 4592 | 4603 | 4613 | 4624 | 4634 | 4645 | 4656 | 4667
67 4677 | 4688 | 4699 | 4710 | 4721 | 4732 | 4742 | 4753 | 4764 | 4775
68 | 4786 | 4797 | 4808 | 4819 | 4831 | 4842 | 4853 | 4864 | 4875 | 4887
69 | 4898 | 4909 | 4920 | 4932 | 4943 | 4955 | 4966 | 4977 | 4989 | 5000
70 | 5012 | 5023 | 5035 | 5047 | so0s8 | 5070 | s082 | 5093 | 5105 | 5117
71 | 5129 | 5140 | 5152 | 5164 | 5176 | 5188 | 5200 | 5212 | 5224 | 5236
72 5248 | 5260 | 5272 | 5284 | 5297 | 5309 | 5321 | 5333 ° 5346 | 5358
73 5370 | 5383 | 5395 | 5408 | 5420 | 5433 | 5445 | 5458 | S470 | 5483
74 5495 | 5508 | 5521 5534 | 5546 | 5559 | 5572 | 5585 | 5598 | 5610
15 5623 | 5636 | 5649 | 5662 | 5675 | 5689 | 5702 | 5715 | 5728 | 5741
76 5754 | 5768 | 5781 5794 | 5808 | 5821 5834 | 5848 | 5861 5875
17 5888 1 5902 ! 5916 | 5929 | 5943 | 5957 | 5970 | 5984 | 5998 ; 6012
73 | 6026 | 6039 | 6053 | 6067 | 6081 | 6095 | 6109 | 6124 | 6138 | 6152
79 6166 | 6180 | 6194 | 6209 | 6223 | 6237 | 6252 | 6266 | 6281 | 6295
80 6310 ] 6324 | 6339 | 6353 | 6368 { 6383 | 6397 | 6412 | 6427 | 6442
81 6457 | 6471 | 6486 | 6501 6516 | 6531 | 6546 | 6561 6577 | 6592
82 6607 | 6622 | 6637 | 6653 6668 | 6683 | 6699 | 6714 | 6730 | 6745
83 6761 | 6776 | 6792 | 6808 | 6823 | 6839 | 6855 | 6871 6887 | 6902
84 6918 | 6934 | 6950 | 6966 | 6982 | 6998 | 7015 | 7031 | 7047 | 7063
85 {7079 | 7096 | 7112 | 7129 | 7145 | 7161 | 7178 | 7194 | 7211 | 7228
86 7244 | 7261 | 7278 | 7295 | 7311 | 7328 | 7345 | 7362 | 7379 | 7396
87 | 7413 | 7430 | 7447 | 7464 | 7482 | 7499 | 7516 | 7534 | 7551 | 7568
88 7586 | 7603 | 7621 7638 | 7656 | 7674 | 7691 | 7709 | 7727 | 7745
89 7762 | 7780 | 7798 | 7816 | 7834 | 7852 | 7870 | 7889 | 7907 | 7925
9) 7943 | 7962 | 7980 | 7998 | 8017 | 8035 | 8054 | 8072 | 8091 | 8110
91 | 8128 | 8147 | 8166 | 8185 | 8204 | 8222 | 8241 | 8260 | 8279 | 8299
92 | 8318 | 8337 | 8356 | 8375 | 8395 | 8414 | 8433 | 8453 | 8472 | 8492
93 8511 | 8531 8551 | 8570 | 8590 | 8610 | 8630 | 8650 | 8670 | 8690
94 | 8710 | 8730 | 8750 | 8770 | 8790 | 8810 | 8831 | 8851 | 8872 | 8892
95 8913 | 8933 8954 | 8974 | 8995 | 9016 | 9036 | 9057 | 9078 | 9099
96 | 9120 9141 9162 | 9183 | 9204 | 9226 | 9247 | 9268 | 9290 | 9311
97 | 93331 9354 | 9376 { 9397 | 9419 | 9441 | 9462 | 9484 | 9506 | 9528
98 9550 | 9572 | 9594 | 9616 | 9638 | 9661 | 2683 | 9705 | 9727 | 9750
99 9772 | 9795 | 9817 | 9840 | 9863 | 9886 | 9908 | 9931 | 9954 | 9977

Véase en la pig. 47 las explicaciones de la tabla.
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9. Valores naturales de las funciones trigonométricas
Senos
Grados | o | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 60 |
0 l 0,0000 | 0,0029 | 0,0058 | 0,0087 | 0,0116 | 0,0145 | 0,0175 89
14 | 0,0175 | 0,0204 | 0,0233 | 0,0262 | 0,0291 | 0,0320 | 0,0349 | 88
2 10,0349 | 0,0378 | 0,0407 | 0,0436 | 0.0465 | 0,0494 | 0,0523 87
3 10,0523 | 0,0552 | 0,0581 | 0,0610 | 0,0640 | 0,0669 | 0,0698 86
4 | 0,0698 | 0,0727 | 0,0756 | 0,0785 | 0,0814 | 0,0843 | 0,0872 | 85
5 | 0,0872 | 0,0901 | 0,0929 | 0,0958 | 0,0987 | 0,1016 | 0,1045 84
6 | 01045 | 0,1074 | 0,1103 | 0,1132 | 01161 | 0,190 | 0,1219 | 83
7 | 01219 | 0,1248 | 0,1276 | 0,1305 | 0,1334 | 01363 | 0,1392 | 82
8 | 01392 | 0,1421 | 0,1449 | 0,1478 | 0,1507 | 0,1536 | 0,1564 | 81
9 | 0,1564 | 0,1593 | 0.1622 | 0,1650 | 0,1679 | 0,1708 | 0,1736 | 80
10 | 0,1736 | 0,1765 | 0,1794 | 0,1822 | 0,1851 | 0,1880 | c.1908 | 79
1t | 01908 | 0,1937 | 0,1965 | 0,1994 | 0,2022 | 0.2051 { 0,2079 | 78
12 | 02079 | 0,2108 | 0,2136 | 0,2164 | 0,2193 | 0.2221 | 02250 | 77
13 | 0,2250 | 0,2278 | 0,2306 | 0,2334 | 0,2363 | 0,2391 | 0,2419 76
14 | 0,2419 | 0,2447 | 0,2476 | 0,2504 | 0,2532 | 0,2560 | 0,2588 | 75
15 | 0,2588 | 0,2616 | 0,2644 | 0,2672 | 0,2700 | 0,2728 | 0,2756 74
16 | 02756 | 0,2784 | 0,2812 | 0,2840 | 0,2868 | 0,2896 | 0,2924 | 73
17 | 0,2924 | 0,2952 | 0,2979 | 0,3007 | 0,3035 | 0,3062 | 0,3090 | 72
18 | 0,3090 | 0,3118 | 0,3145 | 0,3173 | 0,3201 | 0,3228 | 0,3256 | 71
19 | 0,3256 | 0,3283 | 03311 | 0,3338 | 0,3365 | 0,3393 { 0,3420 [ 70
20 | 0,3420 | 0,3448 | 0,3475 | 0,3502 | 0,3529 | 0,3557 | 0,3584 | 69
21 | 0,3584 | 0,3611 | 0,3638 | 0,3665 | 0,3692 | 0,3719 | 0,3746 68
22 [ 0,3746 | 0,3773 | 0,3800 | 0,3827 | 0,3854 | 0,3881 | 0,3907 67
23 | 0,3907 | 0,3934 | 0,3961 | 0,3987 | 0.4014 | 0,4041 | 04067 66
24 | 0,4067 | 0,4094 | 0.4120 | 0,4147 | 0,4173 | 0,4200 | 0,4226 | 65
25 | 0,4226 | 0,4253 | 0,4279 | 0,4305 | 0,4331 | 0,4358 | 0,4384 | 64
26 | 0,4384 | 0,4410 | 0.4436 | 0,4462 | 0,4488 | 0,4514 | 0.4540 | 63
27 | 0,4540 | 0,4566 | 0,4592 | 04617 | 0,4643 | 0,4669 | 0,4695 62
28 | 0,4695 | 0,4720 | 0,4746 | 0,4772 | 0,4797 | 0,4823 | 0,4848 61
29 | 04848 | 0,4874 | 0,4899 | 0,4924 | 0,4950 | 0,4975 | 0,5000 | 60
30 | 0,5000 | 0,5025 | 0,5050 | 0,5075 | 0,5100 | 0,5125 | 0,5150 59
31 | 05150 | 0,5175 | 0,5200 | 0,5225 | 0,5250 | 0,5275 | 0,5299 58
32 | 0,5299 | 0,5324 | 0,5348 | 05373 | 0,5398 | 0,5422 | 0,5446 57
33 | 05446 | 0,5471 | 05495 | 0,5519 | 0,5544 | 0,5568 | 0,5592 | 56
34 | 0,5592 | 0,516 | 0, 0,5664 | 0,5688 | 0,5712 | 0,5736 | 55
35 | 0,5736 | 0,5760 | 0,5783 | 0,5807 | 0,5831 | 0,5854 | 0,5878 54
36 | 0,5878 | 0,5901 | 0,5925 | 0.5948 | 0,5972 | 0,5995 | 0,6018 53
37 | 0,6018 | 0,6041 | 0,6065 | 0,6088 | 0,6111 | 0,6134 | 0,6157 | 52
38 | 06157 | 0,6180 | 0,6202 | 0,6225 | 0,6248 | 0.6271 | 0,6293 51
39 | 06293 | 0,6316 | 0,6338 | 0,6361 | 0,6383 | 0,6406 | 0,6428 | 50
40 | 0,6428 | 0,6450 | 0,6472 | 0,6494 | 0,6517 | 0,6539 | 0,6561 49
41 | 0,6561 | 0,6583 | 0,6604 | 0,6626 | 0,6648 | 0,6670 | 0,6691 48
42 | 06691 | 0,6713 | 0,6734 | 0,6756 | 0,6777 | 0,6799 | 0,6820 | 47
43 | 0,6820 | 0,6841 | 0,6862 | 0,6884 | 0,6905 | 06926 | 0,6947 | 46
44 | 0,6947 | 0,6967 | 0,6988 | 0, 0,7030 | 0,7050 | 0,7071 45
45 | 07071 | 0,7092 | 0,7112 | 07133 | 07153 | 0,7173 | 0.7193 | | 44
60’ 500 40 30 20 100 o | Grados
¥

Cosenos
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Scnos
Grados | 0 10° l 20 ] 300 l 40’ | 50° 60’
—_—

41 | orort | 07092 07112 | 07133 | 01153 [ 0.7173 | 07193 | 44
464 | 07193 | 07214 | 07234 | 07254 | 0,7274 | 07294 | 07314 | 43
47 | 07314 | 07333 | 07353 | 07373 | 07392 | 0.7412 | 07431 | 42
48 | 07431 | 07451 | 0,7470 | 0,7490 | 0,7505 | 07528 | 0,7547 | 41
49 | 07547 | 0,7566 | 0,7585 | 0,7604 | 0.7623 | 0,7642 | O, 40
50 | 0,7660 | 0,7679 | 0,7698 | 0,7716 | 0,7735 | 0,7753 | 077711 | 39
51 | 07771 | 0,779 | 07808 | 0,7826 | 0.7844 | 0.7362 | 07880 | 38
52 10,7880 | 0,7898 | 0.7916 | 0,7934 | 0.7951 | 0,7969 | 07986 | 37
53 10,7986 | 0.8 08021 | 0,8039 | 0,8056 | 0,8073 | 0,8090 | 36
54 |08 08107 | 0,8124 | 08141 | 0,8158 | 08175 | 0.8192 | 3§
55 | 0,8192 | 0,8208 | 0,8225 | 0,8241 | 0,8258 | 0,8274 | 0,8290 | 34
56 | 0,8290 | 0,8307 | 0,8323 | 0,8339 | 0,8355 | 0,8371 | 0,8387 | 33
57 | 0,8387 | 0,8403 | 0,8418 | 0,8434 | 0.8450 | 0,8465 | 0,8480 | 32
58 | 0,8480 | 0,8496 | 0,8511 | 0,8526 | 0,8542 | 08557 | 0,8572 | 31
59 | 0,8572 | 0,8587 | 0,8601 | 0.8616 | 0,8631 | 0.8646 | 0,8660 | 30
60 | 0,8660 | 08675 | 0,8689 | 0,8704 | 0,8718 | 0,8732 | 0,8746 | 29
61 | 0,8746 | 0,8760 | 0,8774 | 0,8788 | 0,8802 | 0.8816 | 0,8829 | 28
62 | 0,8829 | 08843 | 0,8857 | 0,8870 | 0,8884 | 08897 | 0,8910 | 27
63 | 08910 | 0,8923 | 0,8936 | 0,8949 | 0,8962 | 0,8975 | 0,8988 | 26
64 | 08988 | 0,9001 | 0,9013 | 0,9026 | 0,9038 | 0,9051 | 0,9063 | 25
65 | 09063 | 0,9075 | 0,9088 | 0,9100 | 0,9112 | 0,9124 | 0,9135 | 24
66 | 09135 | 0,9147 | 09159 | 09171 | 0.9182 | 0,9194 | 0,9205 | 23
67 | 0,9205 | 09216 | 0,9228 | 0,9239 | 0,9250 | 0,9261 | 09272 | 22
68 | 09272 | 0,9283 | 0/9293 | 0,9304 | 0,9315 | 09325 | 09336 | 21
69 | 0,9336 | 09346 | 0,9356 | 0,9367 | 09377 | 0,9387 | 09397 | 20
70 | 0,9397 | 0,9407 | 0,9417 | 0,9426 | 0,9436 | 0,9446 | 0,9455 | 19
71 | 0,9455 | 09465 | 0.9474 | 0,9483 | 0,9492 | 0,9502 | 09511 18
72 | 09511 | 0,9520 | 0,9528 | 0,9537 | 0,9546 | 0,9555 | 0.9563 | 17
73 | 0,9563 | 0,9572 | 0,9580 | 0,9588 | 0,9596 | 0.9605 | 0.9613 | 16
74 | 09613 | 0,9621 | 0,9628 | 0,9636 | 0,5 0,9652 | 0,9659 | 15
75 | 0,9659 | 0,9667 | 0,9674 | 0,9681 | 0,9689 | 0,.9696 | 09703 | 14
76 | 0,9703 | 0,9710 | 0,9717 | 09724 | 0,9730 | 0,9737 | 09744 | 13
77 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9757 | 0,9763 | 0,9769 | 0,9775 | 0,9781 12
78 | 0,9781 | 0,9787 | 0,9793 | 0,9799 | 0,9805 | 09811 | 09816 | 11
79 | 0,9816 | 0,9822 | 0,9827 | 0,9833 | 0,9838 | 0.9843 | 09848 | 10
80 | 09848 | 0,9853 | 0,9858 | 0,9863 | 0,9868 | 0,9872 | 0,9877 9
8t | 09877 | 0,9881 | 0,9886 | 0,9890 | 0,9894 | 0,9899 | 0.9903 8
82 | 0,9903 | 0,9907 | 0,9911 | 0,9914 | 0.9918 | 09922 | 0,9925 7
83 | 0,9925 | 0,9929 | 0,9932 | 0,9936 | 0,9939 | 0,9942 | 0,9945 6
84 | 0,9945 | 0,9948 | 0,9951 | 0,9954 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9962 5
85 | 0,9962 | 0,9964 | 0,9967 | 0,9969 | 0,9971 | 0,9974 | 0,9976 4
3 | 09976 | 0,9978 | 0,9980 | 0,9981 | 0,9983 | 0,9985 | 0,9986 3
87 | 0,9986 | 0,9988 | 0,9989 | o, 0,992 | 0,993 | 0,9994 2
88 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9996 | 09997 | 0,999% | 0,9998 | 0,9998 1
80 | 09998 | 0,9999 | 0,9999 | 1, 1,0000 | 1,0000 | 1, o

! 60’ ] so | 40 | 30 20’ t 100 ’ o' | Grados

s
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Tangentes
Grados | o | 10 | 200 | 300 | 400 | 500 | 60 |

Ol 0,0000 | 0,0029 | 0,0058 | 0,0087 | 0,0116 | 0,0145 | 0,0175 89

1+ | 00175 | 0,0204 | 0,0233 | 0,0262 | 0,0291 | 0,0320 | 0,0349 88

2 0,0349 | 0,0378 ,040 0,0437 | 0,0466 | 0,0495 | 0,0524 87

3 0,0524 | 0,0553 | 0,0582 | 0,0612 | 0,0641 | 0,0670 | 0,0699 86

4 0,0699 | 0,0729 | 0,0758 | 0,0787 | 0,0816 | 0,0846 | 0,0875 85

s 0,0875 | 0,0904 | 0,0934 | 0,0963 | 0,0992 | 0,1022 | 0,1051 84

6 | 0,1051 | 0,1080 | 0,1110 | 0,1139 | 0,1169 | 01198 | 0,1228 83

7 | 01228 | 0,1257 | 0,1287 | 0,1317 | 0,1346 | 0,1376 | 0,1405 32

8 | 0,1405 | 0,1435 | 0,1465 | 0,1495 | 0,1524 | 0,1554 | 0,1584 81

9 | o0,1584 | 0,1614 | 0,1644 | 0,1673 | 0,1703 | 0,1733 | 0,1763 80
10 0,1763 | 0,1793 | 0,1823 | 0,1853 | 0,1883 | 0,1914 | 0,1944 79
11 | 0,1944 | 0,1974 | 0,2004 | 0,2035 | 0,2065 | 0,2095 | 0,2126 78
12 | 0.2126 | 0.2156 | 0,2186 | 0,2217 | 0,2247 | 0,2278 | 0,2309 77
13 | 0,2309 | 0,2339 | 0,2370 | 0,2401 | 0,2432 | 0,2462 | 0,2493 76
14 | 0,2493 | 0,2524 | 0,2555 | 0,2586 | 0,2617 | 0,2648 | 0,2679 s
15 0,2679 | 0,2711 | 0,2742 | 0,2773 | 0,2805 | 0,2836 | 0,2867 74
16 0,2867 | 0,2899 | 0,2931 | 0,2962 | 0,2994 | 0,3026 | 0,3057 73
17 0,3¢57 | 0,3089 | 0,3121 | 0,3153 | 0,3185 { 0,3217 | 0,3249 72
18 0,3249 | 0,3281 | 0,3314 | 0,3346 | 0,3378 | 0,3411 | 0,3443 7
19 0,3443 | 0,3476 | 0,3508 | 0,3541 | 0,3574 | 0,3607 { 0,3640 70
20 0,3640 | 0,3673 | 0,3706 | 0,3739 | 0,3772 | 0,3805 | 0,3839 69
21 0,3839 | 0,3872 } 0,3906 | 0,3935 | 0,3973 X 0,4040 68
22 0, 0,4074 | 0,4108 | 0,4142 | 0,4176 | 0,4210 | 0.4245 67
23 0,4245 | 0,4279 | 0,4314 | 0,4348 | 0,4383 | 0,4417 | 0,4452 66
24 0,4452 | 06,4487 | 0,4522 | 0,4557 | 0,4592 | 0,4628 | 0,4663 65
25 | 0,4663 | 0,4699 | 0,4734 | 0,4770 | 0,4806 | 0,4841 | 0,4877 64
26 | 0,4877 | 0,4912 | 0,4950 | 0,4986 | 0,5022 | 0,5059 | 0,5095 63
27 | 0,5095 | 0,5132 | 0,5169 | 0,5206 | 0,5243 | 0,5280 | 0,5317 62
28 | 0,5317 | 0,5354 | 0,5392 | 0,5430 | 0,5467 | 0,5505 | 0,5543 61
29 0,5543 { 0,5581 | 0,5619 | 0,5658 | 0,5696 | 0,5735 | 0,5774 60
30 0,5774 | 0,5812 | 0,5851 | 0,5890 { 0,5930 | 0,5969 | 0,6009 59
31 X 0,6048 | 0,6088 | 0,6128 | 0,6168 | 0,6208 | 0,6249 58
32 0,6249 1 0,6289 | 0,6330 | 0,6371 | 0,6412 | 0,6453 | 0,6494 57
33 0,6494 | 0,6536 | 0,6577 | 0,6619 | 0,6661 | 0,6703 | 0,6745 56
34 0,6745 | 0,6787 | 0,6830 | 0,6873 | 0,6916 | 0,6959 | 0,7002 55
35 | 0,7002 | 0,7046 | 0,7089 | 0,7133 | 0,7177 | 0,7221 | 0,7265 54
36 | 0,7265 | 0,7310 | 0,7355 | 0,7400 | 0,7445 | 07490 | 0,7536 53
37 {07536 | 0,7581 | 07627 | 0.7673 | 0,7720 | 07766 | 0,7813 52
38 | 0,7813 | 0,7860 | 0,7907 | 0.7954 | 0,8002 | 0.8050 | 0,8098 51
39 0,8098 | 0,8146 | 0,8195 | 0,8243 | 0,8292 | 0,8342 | 0,8391 50
40 0,8391 | 0,8441 | 0,8491 | 0,8541 { 0,8591 | 0,8642 | 0,8693 49
41 0,8693 | 0,8744 | 0,8796 | 0,8847 | 0,8899 | 0,8952 | 0,9004 48
4?2 ,9004 | 0,9057 | 0,9110 | 0,9163 | 0,9217 | 0,9271 | 0,9325 47
43 | 0,9325 | 0,9380 | 0,9435 | 0,9490 | 0,9545 | 0.9601 | 0,9657 46
44 | 09657 | 0,9713 | 0,9770 | 0,9827 | 0,9884 | 0.9942 | 1.0000 45
45 | 1,0000 | 1,0058 | 1,017 | 1,0176 | 1,0235 | 1,0295 | 1,0355 T 44

! o0’ | S0° ’ 4 [ 307 | 200 10 [ o } Grados

Cotungentes
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Tangentcs
Grados | K ] 10/ 20° j 30° [ 4 f 50’ 60’
45| | 1,000 1,006 | 1,012 1,018 | 1,024 | 1,030 | 1,036 | 44
464 | 1,036 | 1,042 | 1,048 | 1054 | 1.060 | 1066 | 1072 | a3
47 1,072 | 1,079 | 1,085 | 1,091 | 1,098 | 1.104 | 1.111| 42
48 Litt ) 17| 1124 | U130 10037 | 1144 | 10450 | a1
49 LI5O | 1,157 | 1,164 | 1171 1,178 | 1.185 ] 1192 | 40
50 L192 | 1,199 | 1,206 | 1,213 | 1,220 | 1,228 | 1,235 | 139
51 1,235 [ 1,242 | 1,250 | 1257 | 1,265 | 1272 | 1280 | 38
52 1,280 | 1,288 | 1,295 | 1303 | 1311 1319 | 17327 | 37
53 1,327 | 1,335 ] 1,343 | 1351 1,360 | 1368 | 1,376 | 36
54 1,376 | 1,385 | 1,393 | 1,402 | 1,411 | 1419 | 1428 | 3
ss 1,428 | 1,437 | 1,446 | 1,455 | 1,464 | 1,473 1 1483 | 34
56 1,483 | 1,492 ) 1,501 | 1,511 1,520 1.530 | 1.540 | 33
57 1,540 | 1,550 | 1,560 | 1,570 | 1,580 | 1.590 | 10600 | 32
58 1,600 | 1,611 | 1,621 | 1.632| 1,643 | 1,653 | 1664 | 31
59 1,664 | 1,675 | 1,686 | 1,698 | 1,709 | 1720 | 1.732| 30
60 1732 | 1,744 1 1,756 | 1,767 | 1,780 | 1,792 | 1.804 | 29
61 1,804 [ 1,816 | 1,829 | 1842 | 1,855 | 1868 | 1.881| 328
62 1,881 | 1,894 | 1597 | 1,921 1,935 | 17949 | 17963 | 27
63 1963 | 1,977 | 1,991 | 2,006 | 2,020 | 20035 | 20050 | 26
64 2,050 | 2,066 | 2,081 | 2,097 | 21112 | 20128 | 2145 | 28
65 2,145 | 2,061 | 2,177 | 2,194 | 2211 2,220 | 2,246 | 24
66 2,246 | 2264 [ 2,282 | 2,300 | 2,318 | 2337 2356 | 23
67 2,356 | 2,375 | 2,394 | 2.414 | 21434 | 2455 | 2475 | 22
68 2475 | 2,496 | 2,517 | 2,539 | 20560 | 27583 | 2'605 | 21
69 2,605 | 2,628 | 2,651 | 2675 | 2699 | 2723 | 2747 20
70 2,747 1 2,973 | 2,798 | 2,824 | 2,850 | 2,877 | 2904 | 19
71 2,904 | 2932 | 2960 | 2,989 | 3.018 | 3.047 | 3078 | 18
72 3,078 | 3,108 | 3,140 | 3,172 | 3204 | 3237 3271 | 17
73 3,271 | 3,305 | 3,340 | 3,376 | 3412 | 3450 | 3487 | 16
74 3,487 | 3,526 | 3,566 | 3,606 | 3.647 | 3.689 | 3732 | 15
75 3,732 | 3,776 | 3,821 | 3,867 | 3914 3962 | 4011 | 14
76 4011 | 4061 | 4113 | 4165 | 4219 | 4275 | 4331 13
77 4331 | 4390 | 4449 | 4511 | 4574 | 4638 | 4705 | 12
78 4,705 | 4,773 | 4,843 | 4915 | 4989 | 5066 | 5145 | 11
79 5145 | 5226 | 5309 | 5396 | 5485 | 5576 | 5671 10
30 5671 | 5769 | 5871 | 5976 | 6,084 | 6,197 | 6314 9
81 6314 | 6435 | 6,561 | 6691 | 6.827 | 6968 | 7.115 8
82 1S5 [ 7,269 | 7,429 | 7.596 | 7770 | 7953 | 8144 7
83 8,144 | 8,345 | 8556 | 8.777 | 9010 | 9255 | 9,514 6
84 9,514 | 9,788 | 10,078 | 10,385 | 10,712 | 11,050 | 11.430 5
85 | 11,430 | 11,826 | 12,251 | 12,706 | 13,197 | 13,727 | 14,301 4
86 | 14,301 | 14,924 | 15,605 | 16,350 | 17,169 | 18,075 | 1908’ 3
87 | 19,081 | 20,206 | 21,470 | 22,904 | 24,542 | 26.432 | 28'636 2
88 | 28,636 | 31,242 | 34,368 | 38,188 | 42.964 | 49, 57,290 1
89 [ 57,290 | 68,750 | 85,940 (114,59 [171.89 |34377 | o To
Y 50° 40 30° ‘ 20 j 10° ' Grados

Cotangentes
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10. Funciones exponenciales, hiperbdlicas y trigonométricas

Para x desde O hasta 1,6 (el argumento estd dado en radianes)

x ez e~z sh s I ch x I th x | sen x ' cos x i tg x

0,00 1,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 1,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 1,0000 0,0000
01 1,0101 | 0,9900 | 0,0100 | 1,0001 | 0,0100 | 0,0100 | 1,0000 0,0100
02 1,0202 | 0,9802 | 0,0200 | 1,0002 | 0,0200 | 0,0200 | 0,9998 0,0200
03 1,0305 | 0,9704 | 0,0300 | 1,0005 | 0,0300 | 0,0300 | 0,9996 0,0300
04 1,0408 | 0,9608 | 0,0400 | 1,0008 | 0,0400 | 0.0400 | 0,9992 0,0400

0,05 1,0513 | 0,9512 | 0,0500 | 1,0013 | 0,0500 | 0,0500 | 0,9988 0,0500
06 1,0618 | 0,9418 | 0,0600 | 1,0018 | 0,0599 | 0,0600 | 0,9982 0,0601
07 1,0725 | 0,9324 | 0,0701 | 1,0025 | 0,0699 | 0,0699 | 0,9976 0,0701
08 1,0833 | 0,9231 | 0,0801 | 1,0032 | 0,0798 | 0,0799 | 0,9968 0,0802
09 1,0942 | 0,9139 | 0,0901 | 1,0041 | 0,0898 | 0,0899 | 0,9960 0,0902

0,10 1,1052 | 0,9048 | 0,1002 | 1,0050 | 0,0997 | 0,0998 | 0,9950 0,1003
11 1,1163 | 0,8958 | 0,1102 | 1,0061 | 0,1096 | 0,1098 | 0,9940 0,1104
12 1,1275 | 0,8869 | 0,1203 | 1,0072 | 0,1194 | 0,1197 | 0,9928 0,1206
13 | 1,1388 | 0,8781 | 0,1304 | 1,0085 | 0,1293 | 0,1296 | 0,9916 0,1307
14 | 1,1503 | 0,8694 | 0,140S | 1,0098 | 0,1391 | 0,1395 { 0,9902 0,1409

0,1S | 1,1618 | 0.8607 | 0,1506 | 1,0113 | 0,1489 | 0,1494 | 0,9888 0,1511
16 1,1735 | 0,8521 | 0,1607 | 1,0128 | 0,1586 | 0,1593 | 0,9872 0,1614
17 1,1853 | 0,8437 | 0,1708 | 1,0145 | 0,1684 | 0,1692 | 0,9856 0,1717
13 1,1972 | 0,8353 | 0,1810 | 1,0162 | 0,1781 | 0,1790 | 0,9838 0,1820
19 | 1,2092 | 0,8270 | 0,1911 { 1,0181 | 0,1877 | 0,1889 | 0,9820 0,1923

0,20 | 1,2214 | 0,8187 | 0,2013 | 1,0201 | 0,1974 | 0,1987 | 0,9801 0,2027
21 1,2337 | 0,8106 | 0,2115 | 1,0221 | 0,2070 | 0,2085 | 0,9780 0,2131
22 1,2461 | 0,8025 | 0,2218 | 1,0243 | 0,2165 | 0,2182 | 0,9759 0,2236
23 1,2586 | 0,7945 | 0,2320 | 1,0266 | 0,2260 | 0,2280 | 0,9737 0,2341
24 | 1,2712 | 0,7866 | 0,2423 | 1,0289 | 0,2355 | 0,2377 | 0,9713 0,2447

0,25 1,2840 | 0,7788 | 0,2526 | 1,0314 | 0,2449 | 0,2474 | 0,9689 0,2553

38 1,4623 | 0,6839 | 0,3892 | 1,0731 | 0,3627 0:3709 0,9287 0,3994
39 1,4770 | 0,6771 | 0,4000 | 1,0770 | 0,3714 | 0,3802 | 0,9249 0,4111
0,40 | 1,4918 | 0,6703 | 0,4108 | 1,0811 | 0,3799 | 0,3894 | 0,9211 0.4228
41 1,5068 | 0,6637 | 0,4216 | 1,0852 | 0,3885 | 0,3986 | 0,9171 0,4346
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X ! cx [ sh x : ch x th x f sen x cos x tg x
045 | 1,5683 | 0,6376 | 0,4653 | 1,1030 | 0,4219 | 0,4350 | 0,9004 | 0,4831
46 | 1,5841 | 0,6313 | 0,4764 | 1,1077 | 0,4301 | 0,4439 | 0,8961 | 0.4954
47 | 1,6000 | 0,6250 | 0,4875 | 1,1125 | 0,4382 | 0,4529 | 0,8916 | 0,5080
48 | 1,6161 | 0,6188 | 0,4986 | 1,1174 | 0,4462 | 0,4618 | 0.8870 | 0.5206
49 | 1,6323 | 0,6126 | 0,5098 | 1,1225 | 0,4542 | 0,4706 | 0,8823 | 0.5334
0,50 | 1,6487 | 0,6065 | 0,5211 | 1,1276 | 0,4621 | 0,4794 | 0,8776 | 0,5463
51| 1,6653 | 0,6005 | 0,5324 | 1,1329 | 0,4699 | 0,4882 | 0,8727 | 0.5594
52 | 1,6820 | 0,5945 | 0,5438 | 1,1383 | 0,4777 | 0,4969 | 0.8678 | 0.5726
53 | 1,6989 | 0,5886 | 0,5552 | 1,1438 | 0,4854 | 0,5055 | 0.8628 | 0.5859
54 | 1,7160 | 0,5827 | 0,5666 | 1,1494 | 0,4930 | 0,5141 | 0.8577 | 0,5994
0,55 | 1,7333 | 0,5769 | 0,5782 | 1,1551 | 0,5005 | 0,5227 | 0,8525 | 0,6131
56 | 1,7507 | 0,5712 | 0,5897 | 1,1609 | 0,5080 | 0,5312 | 0,8473 | 0.6269
57 | 1,7683 | 0,5655 | 0,6014 | 1,1669 | 0,5154 | 0,5396 | 0.8419 | 0.6410
58 | 1,7860 | 0,5599 | 0,6131 | 1,1730 | 0,5227 | 0,5480 | 0,8365 | 0,6552
59 | 1,8040 | 0,5543 | 0,6248 | 1,1792 | 0,5299 | 0,5564 | 0.8309 | 0.6696
0,60 | 1,8221 | 0,5488 | 0,6367 | 1,1855 | 0,5370 | 0,5646 | 0,8253 | 0,6841
61 | 1,8404 ' 0,5434 | 0,6485 | 1.1919 | 0,5441 | 0,5729 | 0.8196 | 0,6989
62 | 1,8589 | 0,5379 | 0,6605 | 1,1984 | 0,5511 | 0,5810 | 0.8139 | 0.7139
63 | 1,8776 | 0,5326 | 0,6725 | 1,2051 | 0,5581 | 0,5891 | 0,8080 | 0,7291
64 | 1,8965 | 0,5273 | 0,6846 | 1.2119 | 0,5649 | 0,5972 | 0.8021 | 0,7445
0,65 | 19155 | 0,5220 | 0,6967 | 1,2188 | 0,5717 | 0,6052 | 0,7961 | 0,7602
66 | 1,9348 { 0,5169 | 0,7090 | 1,2258 | 0,5784 | 0,6131 | 0.7500 | 0.7761
67 | 1,9542 | 0,5117 | 0,7213 | 1,2330 | 0,5850 | 0,6210 | 0,7838 | 0.7923
68 | 1,9739 | 0,5066 | 0,7336 | 1,2402 | 0,5915 | 0,6288 | 0.7776 | 08087
69 | 1,9937 | 0,5016 | 0,7461 | 1,2476 | 0.5980 | 0.6365 | 07712 | 0.8253
0,70 | 2,0138 | 0,4966 | 0,7586 | 1,2552 | 0,5044 | 0,6442 | 0,7648 | 0,8423
71 | 2,0340 | 0,4916 | 0,7712 | 1,2628 | €.6107 | 0.6518 | 0,7584 | 0.8595
72 | 2,0544 | 0,4868 | 0,7838 | 1,2706 | 0,6169 | 0,6594 | 0,7518 | 0.8771
73 | 2,0751 | 0,4819 | 0,7966 | 1,2785 | 06231 | 0,6669 | 0,7452 | 0,8949
74 | 2,0959 | 0,4771 | 0,8094 | 1,2865 | 0,6291 | 0,6743 | 0,7385 | 0.9131
0,75 | 2,1170 | 0,4724 | 08223 | 1,2947 | 0,6351 | 0,6816 | 0,7317 | 0,9316
76 | 2.1383 | 0,4677 | 0,8353 | 1,3030 | 0,6411 | 0,6889 | 0,7248 | 0.9505
77 | 2,1598 | 0,4630 | 0,8484 | 1,3114 | 0,6459 | 0.6961 | 0,7179 | 09697
78 | 2,1815 | 0,4584 | 0,8615 | 1.3199 | 0,6527 | 0,7033 | 0,7109 | 0.9893
79 12,2034 | 0,4538 | 0,8748 | 1,3286 | 0,6584 | 0,7104 | 0,7038 | 1.0092
0,80 | 2,2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 | 0,6640 | 0,7174 | 0,6967 | 1,0296
Valores miltiples de 7 y %
para calcular las funciones trigonométricas, pura x > 1,6:
Ejemplos :
n T ,
n "oy nen n ns } nes f)sen 7,5 =
' - = sen (s-f;i—o,zsm) =
1 {1,57080| 3,14159| 6| 9,42478 | 18,84956 s :(;]3:322 ]?ng;‘i’.mo
2 | 3,14159] 6,28319| 71099557 | 2199115 iinte ion lineal,
3| 4,71239 9,42478 [ 81 12,56637 | 25,13274 | 2)sen 29 = sen (9n+0,72567) =
4| 6,28319]12,56637 | 9| 14,13717 | 2827433 =—sen 0,72567 = —0,6637
5 | 7,85398 15,0796 | 10 15,70796 | 31.41593 Ginterpolacién lineai!)




FUNCIONES EXPONEN., HIPERB. Y TRIGONOMETR.

x ez e—% . sh x ’ ch x [ th x I sen x ’ cos x tg x
0,80 | 2,2255 | 0,4493 | 0,8881 | 1,3374 | 0,6640 | 0,7174 | 0,6967 1,0296
81 2,2479 | 0,4449 | 0,9015 | 1,3464 | 0,6696 | 0,7243 | 0,6895 1,0505
82 | 2,2705 | 0,4404 | 0,9150 | 1,3555 | 0,675t | 0,7311 | 0,6822 1,0717
83 | 2,2933 | 0,4360 | 0,9286 | 1,3647 | 0,6805 | 0,7379 | 0,6749 1,0934
84 | 2,3164 | 0,4317 | 0,9423 | 1,3740 | 0,6858 | 0,7446 | 0,6675 1,1156
0,85 | 2,3396 | 0,4274 | 0,9561 | 1,3835 | 0,6911 | 0,7513 | 0,6600 1,1383
86 | 2,3632 | 0,4232 | 0,9700 | 1,3932 | 0,6963 | 0,7578 | 0,6524 1,1616
87 | 2,3869 | 0,4190 | 0,9840 | 1,4029 | 0,7014 | 0,7643 | 0,6448 1,1853
88 | 2,4109 | 0,4148 | 0,9981 | 1,4128 | 0,7 0,7707 | 0,6372 1,2097
89 | 2,4351 | 0,4107 | 1,0122 | 1,4229 | 0,7114 | 0,7771 | 0,6294 1,2346
0,90 | 2,4596 | 0,4066 | 1,0265 | 1,4331 | 0,7163 | 0.7833 | 0,6216 1,2602
91 | 2,4843 | 0,4025 | 1,0409 | 1,4434 | 0,7211 | 0,7895 | 0,6137 1,2864
92 | 2,5093 | 0,3985 | 1,0554 | 1,4539 | 0,7259 | 0,7956 | 0,6058 1,3133
93 | 2,5345 | 0,3946 | 1,0700 | 1,4645 | 0,7306 | 0,8016 | 0,5978 1,3409
94 | 2,5600 | 0,3906 | 1,0847 | 1,4753 | 0,7352 | 0,8076 | 0,5898 1,3692
0,95 | 2,5857 ! 0,3867 | 1,0995 | 1,4862 | 0,7398 | 0,8134 | 0,5817 1,3984
96 |2,6117 | 0,3829 | 1,1144 | 1,4973 | 0,7443 | 0,8192 | 0,5735 1,4284
97 | 2,6379 | 0,3791 | 1,1294 | 1,5085 | 0,7487 | 0,8249 | 0,5653 1,4592
98 | 2,6645 | 0,3753 | 1,1446 | 1,5199 | 0,7531 | 0,8305 | 0,5570 1,4910
99 | 2,6912 | 0,3716 | 1,1598 | 1,5314 | 0,7574 | 0,8360 | 0,5487 1,5237
1,00 | 2,7183 | 0,3679 | 1,1752 | 1,5431 | 0,7616 | 0,8415 | 0,5403 1,5574
01 2,7456 | 0,3642 | 1,1907 | 1,5549 | 0,7658 | 0,8468 | 0,5319 1,5922
02 }2,7732 | 0,3606 | 1,2063 | 1,5669 | 0,7699 | 0,8521 | 0,5234 1,6281
03 | 2,8011 | 0,3570 | 1,2220 | 1,5790 | 0,7739 | 0,8573 | 0,5148 1,6652
04 | 2,8292 | 0,3535 | 1,2379 | 1,5913 | 0,7779 | 0,8624 | 0,5062 1,7036
1,05 | 2,8577 | 0,3499 | 1,2539 | 1,6038 | 0,7818 | 0,8674 | 0,4976 1,7433
06 2'1864 0,3465 | 1,2700 | 1,6164 | 0,7857 | 0,8724 | 0,4889 1,7844
07 12,9154 | 0,3430 | 1,2862 | 1,6292 | 0,7895 | 0,8772 | 0,4801 1,8270
08 | 2,9447 | 0,3396 | 1,3025 | 1,6421 | 0,7932 | 0,8820 | 0,4713 1,8712
09 | 2,9743 | 0,3362 | 1,3190 | 1,6552 | 0,7969 | 0,8866 | 0,4625 1 9171
1,10 | 3,0042 | 0,3329 | 1,3356 | 1,6685 | 0,8005 | 0,8912 | 0,4536 1,9648
11 13,0344 | 0,3296 | 1,3524 | 1,6820 | 0,8041 | 0,8957 | 0,4447 2,0143
12 | 3,0649 | 0,3263 | 1,3693 | 1,6956 | 0,8076 | 0,9001 | 0,4357 2,0660
13 | 3,0957 | 0,3230 | 1,3863 | 1,7093 | 0,8110 | 0,9044 | 0,4267 2,1198
14 | 3,1268 | 0,3198 | 1,4035 | 1,7233 | 0,8144 | 0,9086 | 0,4176 | 2,1759
1,15 | 3,1582 | 0,3166 | 1,4208 | 1,7374 | 0,8178 | 0,9128 | 0,4085 2,2345
16 | 3,1899 | 0,3135 | 1,4382 | 1,7517 | 0,8210 | 0,9168 | 0,3993 2,2958
17 } 3,2220 | 0,3104 | 1,4558 | 1,7662 | 0,8243 | 0,9208 | 0,3902 A
18 | 3,2544 | 0,3073 | 1,4735 | 1,7808 | 0,8275 | 0,9246 | 0,3809 2,4273
19 | 3,2871 { 0,3042 | 1,4914 | 1,7957 | 0,8306 | 0,9284 | 0,3717 2,4979
1,20 | 3,320t | 0,3012 | 1,5095 | 1,8107 | 0,8337 | 0,9320 | 0,3624 2,5722
21 3,3535 | 0,2982 | 1,5276 | 1,8258 | 0,8367 | 0,9356 | 0,3530 | 2,6503
22 | 3,3872 10,2952 | 1,5460 | 1,8412 | 0,8397 | 0,9391 | 0,3436 2,7328
23 13,4212] 0,2923 | 1,5645 | 1,8568 | 0,8426 | 0,9425 | 0,3342 2,8198
24 | 3,4556 | 0,2894 | 1,5831 | 1,8725 | 0,8455 | 0,9458 | 0,3248 2,9119
1,25 | 3,4903 | 0,2865 | 1,60%9 | 1,8884 | 0,8483 | 0,9490 | 0,3153 3,0096
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x ez e—z sh x ‘ chx | th x sen x cos x tg x
1,25 | 3,4903 | 0,2865 | 1,6019 | 1,8884 | 0,8483 | 0,9490 | 0.3153 3,0096
3,5254 | 0,2837 | 1,6209 | 1,9045 | 0,8511 | 0,9521 | 0,3058 3,1133
27 | 3,5609 { 09,2808 | 1,6400 { 1,9208 | 0,8538 | 0,9551 | 0,2963 3,2236
28 | 3,5966 | 0,2780 | 1,6593 | 1,9373 | 0,8565 | 0,9580 | 0,2867 3,3413
29 | 3,6328 | 0,2753 | 1,6788 | 1,9540 | 0,8591 0,9608 0,2771 3,4672
1,30 | 3,6693 | 0,2725 | 1,6984 | 1,9709 | 0,8617 | 0,9636 | 0,2675 3,6021
31 | 3,7062 | 0,2698 | 1,7182 | 1,9880 | 0,8643 | 0,9662 | 0,2579 3,7471
32 | 3,7434 | 0,2671 | 1,7381 | 2,0053 | 0,8668 | 0,9687 | 0,2482 3,9033
33 | 3,7810 | 0,2645 | 1,7583 | 2,0228 | 0,8692 | 0,9711 | 0,2385 4,0723
34 | 3,8190 | 0,2618 | 1,7786 | 2,0404 | 0,8717 | 0,9735 | 0,2288 4,2556
1,35 | 3,8574 | 0,2592 | 1,7991 | 2,0583 | 0,8741 | 0,9757 | 0,2190 4,4552
3 3,8962 | 0,2567 | 1,8198 | 2,0764 | 0,8764 | 0,9779 | 0,2092 4,6734
37 | 3,9354 | 0,2541 | 1,8406 | 2,0947 | 0,8787 | 0,9799 | 0,1994 4,9131
38 | 3,9749 | 0,2516 | 1,8617 | 2,1132 | 0,8810 | 0,9819 | 0,1896 5,1774
39 | 4,0149 | 0,2491 | 1,8829 | 2,1320 | 0,8832 | 0,9837 | 0,1798 5,4707
1,40 | 4,0552 | 0,2466 | 1,9043 | 2,1509 | 0,8854 | 0,9854 | 0,1700 5,7979
41 4,0960 | 0,2441 | 1,9259 | 2,1700 | 0,8875 | 0,9871 | 0,1601 6,1654
42 | 4,1371 | 0,2417 | 1,9477 | 2,1894 | 0,8896 | 0,9887 | 0,1502 | 6,5811
43 | 4,1787 | 0,2393 | 1,9697 | 2,2 0,8917 | O, 0,1403 7,0555
44 | 4,2207 | 0,2369 | 1,9919 | 2,2288 | 0,8937 | 0,9915 | 0,1304 7,6018
1,45 | 4,2631 | 0,2346 | 2,0143 | 2,2488 | 0,8957 | 0,9927 | 0,1205 8,2381
4,3060 | 0,2322 | 2,0369 | 2,2691 | 0,8977 | 0,9939 | 0,1106 8,9886
47 | 4,3492 | 0,2299 | 2,0597 | 2,2896 | 0,8996 | 0,9949 | 0,1006 9,8874
48 | 4,3929 | 0,2276 | 2,0827 | 2,3103 | 0,9015 | 0,9959 | 0,0907 | 10,983
49 | 4,4371 | 0,2254 | 2,1059 | 2 3312 0,9033 | 0,9967 | 0,0807 | 12,350
1,50 | 4,4817 | 0,2231 | 2,1293 | 2,3524 | 0,9051 | 0,9975 | 0,0707 | 14,101
51 | 4,5267 | 0,2209 | 2,1529 | 2,3738 | 0,9069 | 09982 | 0,0608 | 16,428
52 | 4,5722 | 0,2187 | 2,1768 | 2,3955 | 0,9087 | 0,9987 | 0,0508 | 19,670
53 | 4,6182 | 0,2165 | 2,2008 | 2,4174 | 0,9104 { 0,9992 | 0,0408 | 24,498
54 | 4,6646 | 0,2144 | 2,2251 | 2,4395 | 0,9121 | 0,9995 | 0,0308 | 32,461
1,55 | 4,7115 | 0,2122 | 2,2496 | 2,4619 | 0,9138 | 0,9998 | 0,0208 | 48,078
56 | 4,7588 | 0,2101 | 2,2743 | 2,4845 | 0,9154 | 0,9999 | 0,0108 | 92,620
57 | 4,8066 | 0,2080 | 2,2993 | 2,5073 | 0,9170 | 1, +0,0008 | 1255,8
58 | 4,8550 | 0,2060 | 2,3245 | 2,5305 | 0,9186 | 1,0000 | —0,0092 | —108,65
59 | 4,9037 | 0,2039 | 2,3499 | 2,5538 | 0,9201 | 0,9998 |—0,0192 | —52,067
1,60 | 4,9530 | 0,2019 | 2,3756 | 2,5775 | 0,9217 | 0,9996 |—0,0292 | —34,233

para x > 1,6:

Valores multiples de n y % para calcular las

z n i .
n n n-n n n
1 | 1,57080] 3,14159| 6| 9,42478 | 18,84956
2 | 3,14159] 6,28319| 7]10,99557 | 21,99115
3 | 471239 9,42478 | 8| 12,56637 | 25,13274
4 | 6,28319(12,56637| 9| 14,13717 | 28,27433
5 | 7,85398| 15,70796 | 10 | 15,70796 | 31,41593

funciones trigonométricas,

Para x > 1,6 los valores de e,

e—%,sh x, ch x y th x se encuen-
tran en la tabla 11; los valores de
las funciones trigonométricas se
hallan por las férmulas de reduc-
cién (véase pag. 208). Véanse los
ejemplos en la pag. 58.
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11. Funciones exponenciales (desde x=1,6 hasta x=10,0)*

x ez e~z x [ er { e-z x ez | e-7
1,60 | 4,9530 | 0,2019 | 2,00 | 7,3891 | 0,1353 | 2,40 | 11,023 | 0,09072
1,61 5,0028 | 0,1 2,01 7,4633 1 0,1340 2,41 11,134 0,08982
1,62 5,0531 | 0,1979 2,02 7,5383 | 0,1327 2,42 11,246 0,08892
1,63 5,1039 | 0,1959 2,03 7,6141 | 0,1313 2,43 11,359 0,08804
1,64 5,1552 | 0,1940 2,04 7,6906 | 0,1300 2,44 11,473 0,08716
1,65 15,2070 | 0,1920 [ 2,05 | 7,7679 | 0,1287 | 2,45 | 11,588 | 0,08629
1,66 5,2593 | 0,1901 2,06 7,8460 | 0,1275 2,46 11,705 0,08543
1,67 5,3122 | 0,1882 2,07 7,9248 | 0,1262 2,47 11,822 0,08458
1,68 | 5,3656 | 0,1864 | 2,08 | 8,0045 | 0,1249 | 2,48 | 11,941 0,08374
1,69 | 54195 | 0,1845 | 2,09 | 8,0849 [ 0,1237 | 2,49 | 12.061 0,08291
1,70 5,4739 | 0,1827 2,10 8,1662 | 0,1225 2,50 12,182 0,08208
1,71 5,5290 | 0,1809 2,11 8,2482 | 0,1212 2,51 12,305 0,08127
1,72 5,5845 | 0,1791 2,12 8,3311 | 0,1200 2,52 12,429 0,08046
1,73 5,6407 | 0,1773 2,13 8,4149 | 0,1188 2,53 12,554 0,07966
1,74 | 5,6973 | 0,1755 | 2,14 | 8,4994 | 0,1177 | 2,54 | 12,680 | 0.07887
1,75 5,7546 | 0,1738 2,15 8,5849 | 0,1165 2,55 12,807 0,07808
1,76 5,8124 | 0,1720 2,16 8,6711 | 0,1153 2,56 12,936 0,07730
1,77 5,8709 | 0,1703 2,17 8,7583 | 0,1142 2,57 13,066 0,07654
1,78 5,9299 | 0,1686 2,18 8,8463 | 0,1130 2,58 13,197 0,07577
1,79 5,9895 | 0,1670 2,19 8,9352 | 0,1119 2,59 13,330 0,07502
1,80 | 6,0496 | 0,1653 | 2,20 | 9,0250 | 0,1108 | 2,60 | 13,464 | 0,07427
1,81 6,1104 | 0,1637 2,21 9,1157 | 0,1097 2,61 13,599 0,07353
1,82 6,1719 | 0,1620 2,22 9,2073 | 0,1086 2,62 13,736 0,07280|
1,83 6,2339 | 0,1604 2,23 9,2999 | 0,1075 2,63 13,874 0,07208
1,84 6,2965 | 0,1588 2,24 9,3933 | 0,1065 2,64 14,013 0,07136
1,85 6,3598 | 0,1572 2,25 9,4877 | 0,1054 2,65 14,154 0,07065
1,86 6,4237 | 0,1557 2,26 9,5831 | 0,1044 2,66 14,296 0,06995
1,87 6,4883 | 0,1541 2,27 9,6794 | 0,1033 2,67 14,440 0,06925
1,88 6,5535 | 0,1526 2,28 9,7767 | 0,1023 3,68 14,585 0,06856
1,89 16,6194 | 0,1511 | 2,29 | 9,8749 | 0,1013 | 2,69 | 14,732 | 0.06788
1,90 6,6859 | 0,1496 2,30 9,9742 | 0,10026| 2,70 14,880 0,06721
1,91 6,7531 | 0,1481 2,31 110,074 0,09926§ 2,71 15,029 0,06654
1,92 16,8210 | 0,1466 | 2,32 110,176 | 0,09827f 2,72 | 15.180 | 0,06587
1,93 6,8895 | 0,1451 2,33 (10,278 0,09730] 2,73 15,333 0,06522
1,94 | 6,9588 | 0,1437 | 2,34 |10,381 | 0,09633] 2.74 | 15.487 0,06457
1,95 | 7,0287 | 0,1423 | 2,35 10,486 | 0,09537| 2,75 | 15,643 0,06393
1,96 7,0993 | 0,1409 2,36 (10,591 0,094421 2,76 15,800 0,06329
1,97 7,1707 | 0,1395 2,37 10,697 0,09348| 2,77 15,959 0,06266
1,98 7,2427 | 0,1381 2,38 (10,805 0,09255{ 2,78 16,119 0,06204
1,99 7,3155 | 0,1367 2,39 [10,913 0,09163] 2,79 16,281 0,06142
2,00 | 7,3891|0,1353 | 2,40 (11,023 | 0,09072} 2,80 | 16,445 | 0,06081

* Para calcular lus funciones hiperbolicas para x > 1,6 se pueden emplear las f6r-
mulas:
e X e X shx 1-e-2z

Y=y e ix e s s ey
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X c* e x c% e~z x ex ez
2,80 16,445 | 0,06081] 3,25 | 25,790 | 0,03877] 3,70 40,447 | 0,02472
2,81 16,610 | 0,06020] 3,26 | 26,050 | 0,03839] 3,71 40,854 | 0,02448
2,82 16,777 | 0,05961] 3,27 | 26,311 | 0,03801} 3,72 41,264 | 0,02423
2,83 16,945 | 0,05901} 3,28 26,576 | 0,03763} 3,73 41,679 | 0,02399
2,84 17,116 | 0,05843| 3,29 | 26,843 | 0,03725| 3,74 42,098 | 0,02375
2,85 17,288 | 0,05784| 3,30 | 27,113 | 0,03688| 3,75 42,521 | 0,02352
2,86 17,462 | 0,05727| 3,31 27,385 | 0,03652} 3,76 42,948 | 0,02328
2,87 17,637 | 0,05670) 3,32 | 27,660 | 0,03615| 3,77 43,380 | 0,02305
2,88 17,814 | 0,05613) 3,33 | 27,938 | 0,03579} 3,78 43,816 | 0,02282
2,89 17,993 | 0,05558] 3,34 | 28,219 | 0,03544] 3,79 44,256 | 0,02260
2,90 18,174 | 0,05502] 3,35 | 28,503 | 0,03508] 3,80 44,701 | 0,02237
2,91 18,357 | 0,05448] 3,36 28,789 | 0,03474] 3,81 45,150 | 0,02215
2,92 18,541 | 0,05393| 3,37 | 29,079 | 0,03439{ 3,82 45,604 | 0,02193
2,93 18,728 | 0,05340] 3,38 | 29,371 | 0,03405] 3,83 46,063 | 0,02171
2,94 18,916 | 0,05287| 3,39 | 29,666 | 0,03371} 3,84 46,525 | 0.02149
2,95 | 19,106 | 0,05234] 3,40 | 29,964 | 0,03337| 3,85 46,993 | 0,02128
2,96 19,298 | 0,05182) 3,41 30,265 | 0,03304| 3,86 47,465 | 0,02107
2,97 19,492 | 0,05130| 3,42 30,569 | 0,03271| 3,87 47,942 | 0,02086
2,98 19,688 | 0,05079f 3,43 30,877 | 0,03239f 3,88 48,424 | 0,02065
2,99 19,886 | 0,05029f 3,44 | 31,187 | 0,03206| 3,89 48911 | 0,02045
3,00 {20,086 | 0,04979] 3,45 | 31,500 | 0,03175] 3,90 49,402 | 0,02024
3,01 20,287 | 0,04929{ 3,46 | 31,817 | 0,03143| 3,91 49,899 | 0,02004
3,02 | 20,491 | 0,04880] 3,47 | 32,137 | 0,03112] 3,92 50,400 | 0,01984
3,03 | 20,697 | 0,04832| 3,48 32,460 | 0,03081} 3,93 50,907 | 0,01964
3,04 | 20,905 | 0,04783| 3,49 32,786 | 0,03050} 3,94 51,419 | 0,01945
3,05 | 21,115 | 0,04736] 3,50 | 33,115 } 0,03020] 3,95 51,935 | 0,01925
3,06 | 21,328 | 0,04689] 3,51 33,448 | 0,02990| 3,96 52,457 | 0,01906
3,07 | 21,542 | 0,04642] 3,52 | 33,784 | 0,02960| 3,97 52,985 | 0,01887
3,08 | 21,758 | 0,04596] 3,53 34,124 | 0,02930 3,98 53,517 | 0,01869
3,09 | 21,977 | 0,04550] 3,54 | 34,467 | 0,02901| 3,99 54,055 | 0,01850
3,10 | 22,198 | 0,04505] 3,55 | 34,813 | 0,02872 4,0 54,598 | 0,01832
3,11 22,421 | 0,04460| 3,56 35,163 | 0,02844| 4,1 60,340 | 0,01657
3,12 | 22,646 | 0,04416] 3,57 35,517 | 0,02816] 4,2 66,686 | 0,01500
3,13 22,874 | 0,04372] 3,58 35,874 | 0,02788} 4,3 73,700 | 0,01357
3,14 | 23,104 | 0,04328f 3,59 36,234 | 0,02760| 4,4 81,451 | 0,01228
3,15 | 23,336 | 0,04285] 3,60 | 36,598 | 0,02732] 4,5 90,017 | 0,01111
3,16 | 23,571 | 0,04243] 3,61 36,966 | 0,02705| 4,6 99,484 | 0,01005
3,17 | 23,807 | 0,04200{ 3,62 | 37,338 | 0,02678] 4,7 109,95 | 0,00910
3,18 | 24,047 | 0,04159| 3,63 37,713 } 0,02652] 4,8 121,51 0,00823
3,19 | 24,288 | 0,04117] 3,64 | 38,092 | 0,02625| 4,9 134,29 | 0,00745
3,20 | 24,533 | 0,04076] 3,65 | 38,475 | 0,02599] 5,0 148,41 0,00674
3,21 24,779 | 0,04036] 3,66 38,861 | 0,02573] 5,1 164,02 | 0,00610
3,22 | 25,028 | 0,03996] 3,67 39,252 | 0,02548] 5,2 181,27 | 0,00552
3,23 | 25,280 | 0,03956] 3,68 39,646 | 0,02522| 5,3 200,34 | 0,00499
3,24 | 25,534 | 0,03916] 3,69 | 40,045 | 0,02497| 5.4 221,41 0,00452
3,25 | 25,790 | 0,03877| 3,70 | 40,447 | 0,02472} 5,5 244,69 | 0,00409
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0,99331 0,9969| 1,0006

1,0296( 1,0332
1,0647| 1,0682

1,0367
1,0716

1,0080 1,0116
1,0438 1,0473
1,0784i 1,0818

1,0152
1,0508
1,0852

1,0188] 1,0225| 1,0260
1,0543( 1,0578| 1,0613
1,0886] 1,0919| 1,0953

ez e~z cz e~z X cz e— =
5,5 244,69 10,00409 7,0 1096,6 |0,000912| 8,5 4914,8 | 0,000203
5,6 270,43 (0,00370 7,1 1212,0 10,000825| 8.6 5431,7 { 0,000184
5,7 298,87 [0,00335 7,2 1339,4 10,000747] 8,7 6002,9 | 0,000167
5.8 330,30 |0,00303 7,3 1480,3 10,000676] 8.8 6634,2 | 0,000151
5,9 365,04 [0,00274 7,4 1636,0 |0,000611] 8,9 7332,0 | 0,000136
6,0 403,43 [0,002479] 17,5 1808,0 10,000553 9,0 8103,1 | 0,000123
6,1 445,86 (0,002243] 7.6 1998,2 10,000500f 9.1 8955,3 [ 0,000112
6,2 492,75 10,002029] 7,7 2208,3 [0,000453] 9.2 9897,1 | 0,000101
6,3 544,57 10,001836| 7,8 2440,6 10,000410] 9,3 10938 0,000091
6.4 601,85 |0,001662] 7,9 2697,3 10,000371 9,4 12088 0,000083
6,5 665,14 {0,001503] 8,0 2981,0 {0,000335] 9,5 13360 0,000075
6,6 735,10 (0,001360] 8,1 3294,5 |10,000304] 9,6 14765 0,000068
6,7 812,41 10,001231 8,2 3641,0 (0,000275| 9,7 16318 0,000061
6.8 897,85 10,001114] 8,3 4023,9 10,000249; 9,8 18034 0,000055
6,9 992,27 {0,001008] 8,4 4447,1 10,000225] 9,9 19930 0,000050
7,0 1096,6 [0,000912| 8,5 4914,8 10,000203{ 10,0 22026 0,000045
12. Logaritmos naturales
Véanse en la pig. 66 las explicaciones de la tabla.

|
N 0 2 4 | s 6 7 8 ’ 9

|
1,0 10,0000/ 0,0100| 0,0198 0,0392) 0,0488} 0,0583| 0,0677| 0,0770! 0.0862
1,1 10,0953(0,1044} 0,1133 0,1310 0,1398( 0,1484| 0,1570 0,1655/ 0,1740)
1,2 10,1823 0,1906} 0,1989 0,215110,22311 0,2311] 0.2390| 0.2469| 0,2546
1,3 (0,2624( 0,2700| 0,2776 0,2927! 0,3001| 0,3075 0,3148( 0,3221{ 0,3293
1,4 10,3365 0,3436{ 0,3507 0,3646! 0,3716| 0,3784{ 0,3853] 0,3920 0,3988
1,5 |0,4055]0,4121| 0,4187 0,4318i 0,4383) 0,4447| 0,4511| 0,4574/ 0,4637
1,6 10,4700; 0,4762| 0,4824 0.4947! 0,5008| 0,5068( 0,5128( 0,5188] 0,5247
1,7 ]0,5306( 0,5365| 0,5423 0,5539: 0,5596| 0,5653) 0,5710| 0,5766| 0,5822
1,8 10,5878| 0,5933( 0,5988 0,6098. 0,6152| 0,6206| 0,6259| 0,6313} 0,6366
1,9 10,6419] 0,6471} 0,6523 0,6627‘ 0,6678| 0,6729| 0,6780| 0,6831/ 0,6881
2,0 |0,6931]0,6981] 0,7031 0,7129! 0,7178| 0,7227] 0,7275 0,7324{ 0,7372
2,1 10,7419} 0,7467| 0,7514 0,7608 0,7655] 0,7701| 0,7747| 0,7793 0,7839]
2,2 (0,7885]0,7930| 0 7975 0,8065; 0,8109| 0,8154| 0,8198| 0,8242 0,8286
2,3 10,8329 0,8372| 0,8416 0,8502: 0,8544| 0,8587| 0,8629! 0,8671| 0,8713
2,4 |0,8755 0,8796| 0,8838 0,8920, 0,8961( 0,9002 0,9042 0,9083( 0,9123

i
2,5 (0,9163{ 0,9203| 0,9243 0,93221 0,9361{ 0,9400| 0,9439| 0,9478| 0,9517
2,6 10,9555/ 0,9594( 0,9632 0,9708, 0,9746| 0,9783| 0,9821 0,9858( 0,9895
2,7
2,8
2,9
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1,0986( 1,1019] 1,1053| 1,1086] 1,1119 1,1151] 1,1184| 1,1217| 1,1249| 1 1282
1,1314| 1,1346| 1,1378| 1,1410| 1,1442| 1,1474} 1,1506] 1,1537| 1,1569| 1,1600
1,1632} 1,1663| 1,1694| 1,1725| 1,1756| 1,1787| 1,1817| 1,1848| 1,1878} 1,1909
1,1939] 1,1969] 1,2000| 1,2030/ 1,2060{ 1,2090] {,2119} 1,2149] 1,2179( 1,2208
1,2238| 1,2267] 1,2296| 1,2326| 1,2355{ 1,2384| 1,2413 1,2442| 1,2470| 1,2499

1,25281 1,2556] 1,2585| 1,2613] 1,2641| 1,2669| 1,2698{ 1,2726| 1,2754} 1,2782
1,2809| 1,2837] 1,2865| 1,2892| 1,2920| 1,2947} 1,2975| 1,3002| 1,3029| 1,3056
1,3083| 1,3110(1,3137] 1,3164] 1,3191| 1,3218| 1,3244| 1,3271]| 1,3297} 1,3324
1,3350| 1,3376| 1,3403] 1,3429| 1,3455| 1,3481| 1,3507| 1,3533} 1,3558| 1,3584
1,3610} 1,3635] 1,3661| 1,3686| 1,3712| 1,3737{ 1,3762| 1,2788} 1,3813} 1,3838

1,3863| 1,3888 1,3913] 1,3938| 1,3962| 1,3987| 1,4012 1,4036] 1,4061| 1,4085
1,4110] 1,4134{ 1,4159| 1,4183| 1,4207| 1,4231] 1,4255| 1,4279 1,4303| 1,4327
1,4351] 1,4375| 1,4398) 1,4422] 1,4446| 1,4469! 1,4493| 1,4516| 1,4540| 1,4563
1,4586] 1,4609{ 1,4633| 1,4656| 1,4679] 1,4702] 1,4725| 1,4748| 1,4770| 1,4793
1,4816] 1,4839| 1,4861| 1,4884| 1,4907| 1,4929| 1,4951| 1,4974| 1,4996| 15019

1,5041{ 1,5063| 1,5085| 1,5107] 1,5129| 1,5151} 1,5173| 1,5195| 1,5217} 1,5239
1,5261{ 1,5282| 1,5304| 1,5326| 1,5347| 1,5369| 1,5390{ 1,5412} 1,5433| 1,5454
1,5476| 1,5497] 1,5518} 1,5539| 1,5560] 1,5581{ 1,5602| 1,5623| 1,5644| 1,5665
1;5686| 1,5707| 1,5728| 1,5748} 1,5769) 1,5790| 1,5810; 1,5831| 1,5851} 1,5872
1,5892| 1,5913] 1,5933| 1.5953] 1,5974] 1,5994} 1,6014| 1,6034| 1,6054| 1,6074

1,6094 1,61141 11,6134 1,6154] 1,6174] 1,6194{ 1,6214| 1,6233| 1,6253 1,627
1,6292| 1,6312]1,6332} 1,6351| 1,6371| 1,6390| 1,6409| 1,6429{ 1,6448| 1,6467
1,6487| 1,6506| 1,6525| 1,6544| 1,6563| 1,6582| 1,6601| 1,6620( 1,6639| 1,6655
1,6677| 1,6696 | 1,6715| 1,6734| 1,6752| 1,6771| 1,6790| 1,6808| 1,6827{ 1,6845
1,6864| 1,6882 | 1,6901] 1,6919| 1,6938] 1,6956( 1,6974} 1,6993| 1,7011{ 1,7029

1,7047| 1,7066 | 1,7084| 1,71C2| 1,7120| 1,7138| 1,7:56| 1,7174} 1,7192| 1,7210
1,7228{ 1,7246| 1,7263] 1,7281] 1,7299{ 1,7317| 1,7334/ 1,7352( 1,7370} 1,7387
1,7405| 1,7422 | 1,7440| 1,7457] 1,7475| 1,7492| 1,7509| 1,7527 1,7544| 1,7561
1,7579{ 1,7596| 1,7613| 1,7630| 1,7647| 1,7664| 1,7681| 1,7699 1,7716{ 1,7733
1,7750| 1,7766| 1,7783| 1,7800| 1,7817| 1,7834| 1,7851| 1,7867| 1,7884 1,7901

1,7918! 1,7934| 1,7951| 1,7967{ 1,7984] 1,8001| 1,8017} 1,8034| 1,8050| 1,8066
1,8083| 1,8099|1,8116} 1,8132} 1,8148| 1,8165] 1,8181| 1,8197} 1,8213| 1,822
1,8245] 1,8262| 1,8278| 1,8294| 1,8310 1,8326| 1,8342| 1,8358) 1,8374} 1,830
1,8405| 1,8421| 1,8437| 1.8453| 1,8469 1,8485| 1,8500| 1,8516| 1,8532 1,8547
1,8563| 1,8579]| 1,8594] 1,8610| 1,8625] 1,8641| 1,8656] 1,8672| 1,8687} 1,8703

1,8718| 1,8733| 1,8749] 1,8764| 1,8779{ 1,8795| 1,8810} 1,8825| 1,8840| 1,885¢
1,8871] 1,8886| 1,8901| 1,8916| 1,8931| 1,8946{ 1,8961| 1,8976| 1,8991| 1,9000
1,9021| 1,9036 1,9051} 1,9066! 1,9081] 1,9095! 1,9110} 1,9125| 1,9140; 1,9155
1,9169! 1,9184] 1,9199] 1,9213} 1,9228| 1,9242| 1,9257| 1,9272| 1,9286| 1,9301
1,9315] 1,9330| 1,9344{ 1,9359| 1,9373| 1,9387| 1,9402| 1,9416{ 1,9430| 1,944%

1,9459| 1,9473| 1,9488| 1,9502| 1,9516] 1,9530] 1,9544] 1,9559} 1,9573| 1,9587
1,9601| 1,9615 1,9629( 1,9643| 1,9657| 1,9671| 1,9685{ 1,9699 1,9713| 1,9727
1,9741| 1,9755 1,9769| 1,9782| 1,9796/ 1,9810| 1,9824| 1,9838| 1,9851] 1,9865
1,9879| 1,9892 1,9906] 1,9920| 1,9933] 1,9947| 1,9961} 1,9974| 1,9988, 2,000!
2,001 5| 2,0028 2,0042| 2,0055| 2,0069| 2,0082| 2,0096| 2,0109| 2,0122| 2,0136

2,0149{ 2,0162| 2,0176| 2,0189| 2,0202i 2,0215| 2,0229| 2,0242| 2,0255| 2,0268

—
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2,1401| 2,1412
2,1518/ 2,1529
2,1633| 2.1645
2,1748 2,1759
2,1861| 2,1872)

2,1972} 2,1983
2,20831 2,2094
2,2192| 2,2203
2,2300| 2,2311
2,2407) 2,248

2,2513| 2,2523
2,2618] 2,2628
2,27211 2,2732
2,2824| 2,2834
2,2925] 2,2935
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S veouaan
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2,0176/ 2,0189| 2,0202 2,0215
2,0308) 2,0321] 2,0334{ 2,0347
2,0438) 2,0451( 2,0464| 2,0477
2,0567| 2,0580; 2,0592| 2,0605
2,0694| 2,0707| 2,0719| 2,0732

2,0819f 2,0832 2,0844| 2,0857
2,09431 2,0956| 2,0968 2,0980
2,1066 2,1078| 2,1090| 2,1102
2,1187(2,1199| 2,1211{ 2,1223
2,1306/2,1318] 2,1330] 2,1342

2,1424; 2,1436/ 2,1448| 2,1459
2,154112,1552 2,1564| 2,1576
2,1656) 2,1668| 2,1679{ 2,1691
2,1770(2,1782| 2,1793| 2,1804
2,1883,2,1894| 2,1905] 2,1917

2,1994) 2,2006| 2,2017| 2,2028
2,2105/2,2116{ 2,2127 2,2138
2,221412,2225 2,2235( 2,2246
2,232212,2332| 2,2343| 2,2354,
2,2428)2,2439| 2,2458| 2,2460

2,253412,2544 2,2555| 2,2565
2,2638/2,2649| 2,2659| 2,2670
«,274212,2752| 2,2762| 2,273
2,284412,2854/ 2,2865| 2,2875
2,2946| 2,2956| 2,2966/| 2,2976

2,02
2,03
2,04
2,06
2,07
2,08
2,099
11
23
5

N

9 2,0242| 2,0255
2,0373| 2,0386
' 2,0503] 2,0516
2,0631| 2,0643
12,0757 2,0769

2,0882 2,0894
2,1005| 2,1017
2,1126( 2,1138
2,1247} 2,1258
31,1365 2,1377

3

1471 2,1483] 2,1494
2,1587 2,1599| 2,1610
2,1702 2,1713 2,1728
1

1
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,1815: 2,1827| 2,1838
,1928, 2,1939| 2,1950

12039’ 2,2050( 2,2061
,2148 2,2159( 2,2170
,2257 2,2268] 2,2279
,2364. 2,2375( 2,2386
2,2471. 2,2481| 2,2492

2,2576' 2,2586] 2,2597
2,2680: 2,2690( 2,2701
2,2783 2,2793| 2,2803
2,2885' 2,2895| 2,2905
2,2986: 2,2996] 2,3006

2
2
2
2
2
2

2,1389

2,1506
2,1622
2,1736
2,1849
2,1961

2,2072

2,301¢
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Ejemplos :

In862 =In8,624In102 = 2,1541+4,6052 = 6,7593;
In0,0862 = In 8,62—1In 102 = 2,1541-4,6052 = —2,4511,

Véanse en Ia pagina siguiente las explicaciones de la tabla,

14016
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EXPLICACIONES DE LA TABLA 12 DE LOS LOGARITMOS NATURALES

Enlatabla 12 (pags. 63-65) estan dados los logaritmos naturales. A dife-
rencia de las tablas de logaritmos decimales, aqui se dan tanto las manti-
sas como las caracteristicas. Los logaritmos de los numeros comprendi-
dos entre 1 y 10 se encuentran directamente en la tabla, ademds, se debe
introducir 1a correccion de interpolacién para calcular la tercera y cuarta
cifras decimales (véase pag. 15). Los logaritmos naturales de los nimeros
que tienen antes de la coma mds o menos de una cifra se encuentran
mediante los valores contenidos al final de la tabla de los logaritmos de
las potencias de 10 (véanse los ejemplos en la pag. 65).

EXPLICACIONES DE LAS TABLAS 13, 14 Y 15

Las tablas 13 y 14 (p4gs. 68-71) dan los valores, con cuatro cifras signi-
ficativas, de las longitudes de las circunferencias y de las 4reas de los cir-
culos de didmetro d, desde d = 1,00 hasta d = 9,99. Si las dimensiones
del diametro sobrepasan estos limites, entonces se halla el 4rea del circulo
o la longitud de la circunferencia para un didmetro 10* veces mayor o
menor que el dado. Cuando el didmetro d aumenta o disminuye 10%
veces, la longitud de la cirgunferencia también aumenta o disminuye 10*
veces y el drea del circulo, respectivamente, 10% veces. Si el numero de
cifras significativas de d es mayor que tres, €s necesario recurrir a la inter-
polacioén (véase pag. 15).

Ejemplos: 1) Parad = 69,3 la longitud de la circunferencia es igual a
217,7 y el irea del circulo a 3 772. 2) Para d = 0,693 la longitud de la cir-
cunferencia es igual a 2,177 y el area del circulo a 0,3772.

> ~ ’
<@~

Fig. 1

EN LA TABLA 15 (pags. 72-76) estan dados los elementos del segmento
de circulo (fig. 1). La tabla a) se refiere a los segmentos de circulos de
diferentes radios, con una longitud de cuerda igual a la unidad. Si para
una inclinacion dada (razén de la flecha a la cuerda) la longitud de la
cuerda es igual a g, el valor de la longitud del arco incluido en la tabla
debe ser multiplicado por a y el 4rea del segmento por a.
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Latabla b) contiene los datos que se refieren a segmentos diferentes de
una misma circunferencia de radio igual a la unidad. Si la longitud del
radio es igual a r, los valores tabulares de /, 4, y a deben ser multiplicados
por ry el drea del segmento por r2. Si se da la longitud del arco / (o de la
cuerda a) y la flecha h, entonces el radio del segmento r es igual a la razén
de ! (o a) al valor tabular de ]a longitud de arco (o de cuerda), que corres-
ponde al valor dado //A (0 a/h).

Ejemplo : Si en un segmento, la longitud de la cuerdaesa = 40 cm, y
la flecha es & = 6 cm, entonces para encontrar la longitud del arco / cal-
culamos //a = 0,15 y multiplicamos por 40 el valor tabular correspon-
diente de / tomado de la tabla a) : / = 40-1,0590 = 42,36 cm. El radio
del segmento r y el Angulo central o se determinan mediante la tabla b).
Para a/h = 6,67 el valor tabular de a es igual a 1,1010 y & = 66,8° (jin-
terpolacion lineal!). De donde r = 40:1,1010 = 36,33 cm. Ahora se
puede hallar la longitud del arco / mediante la tabla b) :/ = 36,33 x
X 1,1661 = 42,36 cm.
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13. Longitud de la circunferencia de diégmetro d
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a o v 2 s |4l e 18 0
1.0 | 3,142 3,173| 3,204 3236 3,267 3,209 3,330 3,362 3,393 3,424
1,1 | 31456| 3.487) 3)519| 3,550 3)581] 3613 3644| 3,676 3,707 3.738
1,2 | 3770 3801 3)833| 3.864| 3:896| 3.927 3958 3.9%! 4,021 4053
13 | 4084 4115 4147] 4178 4210| 4241 4273 4,304| 4,335 4367
1.4 | 4308 4430\ ad61] 4.492| 4524| 4555\ 4,587 4:618| 4,650 4,681
1,5 | 4.712) 4744| 4775 4,807| 4,838 4,869 4,901| 4,932 4,964| 4,995
156 | 5.027| 5,058 5.089| s5,121| 5,152| sii84| 5215| 5246 5.278| 5,309
17 | 5341| 5372| 5404 5.435| 5466 5.498| 5,529 5,561| 5.592| 5623
1,8 | Sless| si686| 5718| 5749 5.781| 5,812| 5:843| 5875 5,906 5938
19 | 5.969| 6,000 6,032 6,063 6,095 6,126 6,158 6,189 6,220| 6,252
2,0 | 6.283| 6315 6346 6,377| 6,409 6,440 6,472 6,503 6,535 6,566
21 | 6,597 6629| 6:660| 6.692| 6.723| 6,754 6,786 6:817| 6,849 6,880
2.2 | 6912| 6943 6,974 7.006| 7,037| 7,069| 7,100/ 7.131| 7,163| 7.194
2.3 | 7:226| 7257 7,288 7320 7,351 7.383| 7.414| 7,446 7.477| 7508
2.4 | 7.540| 7,571| 7,603 7,634| 766s| 7,697| 7.728| 7,760 7,791| 7,823
2,5 | 7,854| 7,885 7,917| 7,948| 7,980| 8,011| 8,042| 8074 8,105 8,137
2)6 | 8168| 8200| 8,231 8262\ 8,294| 8325| 8,357| 8,388| 8,419 &.451
27 | 81482 8514/ 85as| 8577| 8,608| 8,639 8,671| 8,702| 8,734 8,765
28 | 876 8828 Baso 8801 Lom) 94| LIS S0le| 048 90T
2

9,111 9,142| 9,173] 9,205| 9,236; 9,268 9:299 9,331 9:362 9,393

9,425 9,456 9,488/ 9,519| 9,550| 9,582 9,613 9,645 9,676] 9,708

9,739 9,770 9,802| 9,833| 9,865 9,896/ 9,927| 9,959 9,990| 10,02
10,05 | 10,08 | 10,12 | 10,15 | 10,18 | 10,21 | 10,24 | 10,27 | 10,30 | 10,34
10,37 | 10,40 | 10,43 | 10,46 | 10,49 | 10,52 | 10,56 | 10,59 | 10,62 | 10,65
10,68 | 10,71 { 10,74 | 10,78 | 10,81 | 10,84 | 10,87 | 10,90 | 10,93 | 10,96

11,00 | 11,03 | 11,06 | 11,09 | 11,12 | 11,15 | 11,18 | 11,22 | 11,25 | 11,28
11,31 | 11,34 | 11,37 | 11,40 | 11,44 | 11,47 | 11,50 | 11,53 | 11,56 | 11,59
11,62 | 11,66 | 11,69 | 11,72 | 11,75 | 11,78 | 11,81 | 11,84 | 11,88 | 11,91
11,94 | 11,97 | 12,00 | 12,03 | 12,06 | 12,10 | 12,13 | 12,16 | 12,19 | 12,22
12,25 | 12,28 | 12,32 | 12,35 | 12,38 | 12,41 | 12,44 | 12,47 | 12,50 | 12,53

12,57 | 12,60 | 12,63 | 12,66 | 12,69 | 12,72 | 12,75 | 12,79 | 12,82 | 12,85
12,88 | 12,91 | 12,94 | 12,97 | 13,01 | 13,04 | 13,07 | 13,10 | 13,13 | 13,16
13,19 | 13,23 | 13,26 | 13,29 | 13,32 | 13,35 | 13,38 | 13,41 | 13,45 | 13,48
13,51 | 13,54 | 13,57 | 13,60 | 13,63 | 13,67 | 13,70 | 13,73 | 13,76 | 13,79
13,82 | 13,85 | 13,89 | 13,92 | 13,95 | 13,98 | 14,01 | 14,04 | 14,07 | 14,11

14,14 | 14,17 | 14,20 | 14,23 | 14,26 | 14,29 | 14,33 | 14,36 | 14,39 | 14,42
14,45 | 14,48 | 14,51 | 14,55 | 14,58 | 14,61 | 14,64 | 14,67 | 14,70 | 14,73
14,77 | 14,80 | 14,83 | 14,86 | 14,89 | 14,92 | 14,95 | 14,99 | 15,02 } 15,05
15,08 | 15,11 | 15,14 | 15,17 | 15,21 | 15,24 | 15,27 | 15,30 | 15,33 | 15,36
15,39 | 15,43 | 15,46 | 15,49 | 15,52 | 15,55 | 15,58 | 15,61 | 15,65 | 15,68

15,71 | 15,74 | 15,77 | 15,80 | 15,83 | 15,87 | 15,90 | 15,93 | 15,96 | 15,99
16,02 | 16,05 | 16,08 | 16,12 | 16,15 | 16,18 | 16,21 | 16,24 | 16,27 | 16,30
16,34 | 16,37 | 16,40 | 16,43 | 16,46 | 16,49 | 16,52 | 16,56 | 16,59 | 16,62
16,65 | 16,68 | 16,71 | 16,74 | 16,78 | 16,81 | 16,84 | 16,87 | 16,90 | 16,93
16,96 | 17,00 | 17,03 { 17,06 | 17,09 | 17,12 | 17,15 | 17,18 | 17,22 | 17,25
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22,93
23,25

23,56
23,88
24,19
24,50
24,82

25,13
25,45
25,76
26,08
26,39

26,70
27,02
27,33
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27,96

28,27
28,59
28,90
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17,31 | 17,34
17,62 | 17,66

17,97

18,25
18,57

18,88
19,20
19,51
19,82
20,14

20,45
20,77
21,08
21,39
21,71

22,02
22,34
22,65
22,97
23,28

23,59
23,91
24,22
24,54
24,85

25,16
25,48
25,79
26,11
26,42

26,73
27,05
27,36
27,68
27,99

28,31
28,62
28,93
29,25
29,56

29.88
30,19
30,50
30,82
31,13

18,28
18,60
18,91
19,23
19,54
19,85
20,17

20,48
20,80
21,11
21,43
21,74

22,05
22,37
22,68
23,00
23,31

23,62

20,20

20,51
20,83
21,14
21,46
21,77

22,09
22,40
22,71
23,03
23,31

23,66
23,97
24,28
24,60
24,91

25,23
25,54
25,86
26,17
26,48

26,80
27,11
27,43
27,74
28,05

28,37
28,68
29,00
2931
29,63

29,94
30,25
30,57
30,88
31,20

17,40
17,72
18,03
18,35
18,66

18,98

20,23
20,55

31,21

17,44
17,75
18,06
18,38
18,69

19,01
19,32
19,63
19,95
20,26

20,58
20,89
21,21
21,52
21,83

22,15
22,46
22,78
23,09
23,40

23,72
24,03
24,35
24,66
24,98

25,29
25,60
25,92
26,23
26,55

26,86
27,17
27.49
27,80
28,12

28,43
28,75
29,06
29,37
29,69

30,00
30,32
30,63
30,94
31,26

17,47
17,78
18,10
18,41
18,72

19,04
19,35
19,67
19,98
20,29

20,61
20,92
21,24
21,55
21,87

22,18
22,49
22,81
23112
23,44

2375
24,06
24,38
24,69
25,01

25,32
25,64
25,95
26,26
26,58

26,89
27,21
27,52
27,83
28,15

28,46
28,78
29,09
29,41
29,72

30,03
30,35
30,66
30,98
31,29

17,50
17,81
18,13

18,76

19,07
19,38
19,70
20,01
20,33

20,64
20,95
21,27
21,58
21,90

22,21
22,53
22,84
23,15
23,47

23,78
24,10
24,41
24,72
25,04

25,35
25,67
25,98
26,30
26,61

26,92
27,24
27,55
27,87
28,18

28,49
28,81
29,12
29,44
29,75

30,07
30,38
30,69
31,01
31,32

17,53
17,84
18,16
18,47
18,79

19,10
19.42
19,73
20,04
20,36

20,67

21,30
2161
21,93

22,24
22,56
22,87
23,19
23,50

23,81
24,13
24,44
24,76
25,07

25,38
25,70
26,01
26,33
26,64

26,95
27,27
27,58
27,90
28,21

28,53
28,84
29,15
29,47
29,78

30,10
30.41
30,72

31,35

17,56
17,88
18,19
18,50
18,82

19,13
19,45
19,76
20,07
20,39

20,70
21,02
21,33
21.65
21,96

22,27
22,59
22,90
23,22
23,53

23,84
24,16
24,47
24,79
25,10

25,42

26,67

26,99
27,30
27,61
27,93
28,24

28,56
28,87
29,19
29,50
29,81

30,13
30,44
30,76
31,07
31,38

Véaso en la pag. 55 las explicaciones de la tabla.
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14. Area del circulo de diametro d
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0,7854' 0,8012| 0,8171) 0,8332( 0,8495| 0,8659| 0,8825| 0,8992] 0,9161] 0,933

0,9503! 0,9677| 0,9852/ 1,003 | 1,021 | 1,039 | 1,057 | 1,075 | 1,094 | 1,112
1,131 1,150 | 1,169 | 1,188 | 1,208 | 1,227 | 1,247 | 1,267 | 1,287 | 1,307
1,327| 1348 | 1,368 | 1,389 | 1,410 | 1,431} 1,453 | 1,474 | 1,496 | 1,517
1,539 1,561 | 1,584 | 1,606 | 1,629 | 1,651 | 1,674 | 1,697 | 1,720 | 1,744
1,767 1,791 | 1,815 | 1,839 | 1,863 | 1,887 | 1,911 | 1,936 | 1,961 | 1,986
2,011} 2,036 | 2,061 | 2,087 | 2,112 2,138 | 2,164 | 2,190 | 2,217 | 2,243

2,270| 2,297 | 2,324 | 2,351 | 2,378 | 2,405 | 2,433 | 2,461 | 2,488 | 2,516
2,545| 2,573 | 2,602 | 2,630 2,659 | 2,688 | 2,717 | 2,746 | 2,776 | 2,806
2,835] 2,865 | 2,895 | 2,926 | 2,956 | 2,986 | 3,017 | 3,048 | 3,079 | 3,110

3,142) 3,173 | 3,205 | 3,237 | 3,269 | 3,301 | 3,333 | 3,365 { 3,398 | 3,431
3,464 3,497 | 3,530 | 3,563 | 3,597 | 3,631 | 3,664 | 3,698 | 3,733 | 3,767
3,801) 3,836 | 3,871 | 3,906 | 3,941 | 3,976 | 4,011 | 4,047 | 4,083 | 4,119
4,155/ 4,191 | 4,227 | 4,264 | 4,301 | 4,337 | 4,374 | 4,412 | 4,449 | 4,486
4,524| 4,562 | 4,600 | 4,638 | 4,676 | 4,714 | 4,753 | 4,792 | 4,831 | 4,870

4

4,909| 4,948 | 4,988 | 5,027 | 5,067 | 5,107 | 5,147 | 5,187 | 5,228 | 5,269
5,3091 5,350 | 5,391 | 5,433 | 5,474 | 5,515 | 5,557 | 5,599 | 5,641 | 5,683
5,726 5,768 | 5,811 | 5,853 | 5,896 | 5,940 | 5,983 | 6,026 | 6,070 | 6,114
6,158) 6,202 | 6,246 | 6,290 | 6,335 | 6,379 | 6,424 | 6,469 | 6,514 | 6,560
6,605 6,651 | 6,697 | 6,743 | 6,789 | 6,835 | 6,881 | 6,928 | 6,975 | 7,022

7,069| 7,116 | 7,163 | 7,211 | 7,258 | 7,306 | 7,354 | 7,402 | 7,451 | 7,499
7,548 7,596 | 7,645 | 7,694 | 7,744 | 7,793 | 7,843 | 7,892 | 7,942 | 7,992
8,042 8,093 | 8,143 | 8,194 | 8,245 | 8,296 | 8,347 | 8,398 | 8,450 | 8,501
8,553( 8,605 | 8,657 | 8,709 | 8,762 | 8,814 | 8,867 | 8,920 | 8,973 | 9,026
9,079 9,133 | 9,186 | 9,240 | 9,294 | 9,348 | 9,402 | 9,457 | 9,511 | 9,566

9,621| 9,676 | 9,731 | 9,787 | 9,842 | 9,898 | 9,954 10,01 [10,07 {10,12
10,18 110,24 110,29 [10,35 {10,41 (10,46 |10,52 |10,58 (10,64 [10,69
10,75 |10,81 |10,87 10,93 110,99 (11,04 (11,10 [11,16 [11,22 |11,28
11,34 111,40 |11,46 11,52 |11,58 |11,64 11,70 (11,76 |11,82 (11,88
11,95 112,01 |12,07 12,13 12,19 [12,25 (12,32 [12,38 |[12,44 [12,50

12,57 112,63 112,69 (12,76 |12,82 12,88 [12,95 |13,01 (13,07 |13,14
13,20 (13,27 13,33 13,40 (13,46 (13,53 (13,59 |13,66 [13,72 |13,79
13,85 (13,92 (13,99 14,05 (14,12 (14,19 (14,25 114,32 14,39 (14,45
14,52 114,59 (14,66 114,73 (14,79 (1486 [14,93 (15,00 (15,07 15,14
15,21 |15,27 15,34 1541 1548 (15,55 |[15,62 |15,69 |15,76 |15,83

15,90 {1598 |16,05 |16,12 |16,19 (16,26 [16,33 116,40 |16,47 16,55
16,62 116,69 16,76 |16,84 |16,91 (16,98 (17,06 (17,13 !17,20 {17,28
17,35 (17,42 17,50 (17,57 {17,65 |17,72 {17,80 (17,87 (17,95 |18,02
18,10 118,17 118,25 18,32 |18,40 (18,47 [18,55 |18,63 [18,70 |18,78
18,86 |18,93 119,01 19,09 [19,17 (19,24 (19,32 [19,40 [19,48 }19,56

19,63 119,71 119,79 119,87 19,95 (20,03 (20,11 |20,19 [20,27 {20,35
20,43 120,51 120,59 120,67 (20,75 (20,83 (20,91 (20,99 [21,07 (21,16
21,24 121,32 |21,40 21,48 (21,57 121,65 [21,73 [21,81 [21,90 |21,98
22,06 (22,15 122,23 122,31 (22,40 (22,48 [22,56 (22,65 (22,73 {22,82
22,90 122,99 (23,07 (23,16 (23,24 (23,33 [23,41 (23,50 |23,59 [23,67
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49,02

50,27
51,53
52, 81
54,11
55,42

56,75
58,09
59,45
60,82
62,21

63,62
65,04
66,48
67,93
69,40

70,88
72,38
73,90
75,43
76,98

78,54
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27,43
28,37

32 27
33,29

37,50
38,59

27,53
28,46

32 37

33,39
34,42
35,47

37,61
38,70

43,24

44,41
45,60
46,81
48,03
49,27

50,52
51,78
53,07
54,37
55,68

57,01
58,36
59,72
61,10
62,49

63,90
65,33
66,77

69,69

71,18
72,68
74,20
75,74
77,29

32 47

33,49
34,52
35,57

37 72
38,82

43,36
44,53

49.39
50,64

55 81

57,15
58,49
59,86
61,24
62,63

64,04
65,47
66,91
68,37
69,84

71,33
72,84
74,36
75,89
77,44

24,11
24,98
25,88
26,79
27,711

28,65
29,61
30,58
31,57
32,57

33,59
34,63
35,68
36,75
37,83

38,93
4117
42,31
4347
44,65

24,19
25,07
25,97
26,88
27,81

28,75
29,71
30,68
31,67
32,67

33,70
34,73

50,90

54,76
56,08

57,41

62,91

64,33
65,76
67,20

70 14

71,63
73,14
74,66
76,20
77,76

24,28

70,29
71,78
74,82

76,36
77,91

24,37
25,25

24,54
25,43
26,33
27,25
28,18

29,13
30,09
31,07
32,07
33,08

34,11
35,15
36,21
37,28
38,37

39,48
60

41,74
42,89
44,06

45,25

50,14
51,40

69,25
70,73

72,23
73,15
75,28
76,82
78,38

Véase en la pag. 66 las explicaciones de la tabla,
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15. Elementos del segmento de circulo

a) LONGITUD DEL ARCO Y AREA DEL SEGMENTO PARA LA CUERDA IGUAL A LA UNIDAD.

Inclinacic n Inc‘lsinaci():l L 4
(razén de la Longitud (razén de la ongitu
flecha a la del arco ::reae:: ; flecha a la del arco :rea dal,
cuerda) ] gm cuerda) 1 gmen!

hla hla

- — - 0,25 1,1591 0,1747
0,01 1,0003 0,0067 0,26 1,1718 0,1824
0,02 1,0011 0,0133 0,27 1,1843 0,1901
0,03 1,0024 0,0200 0,28 1,1975 0,1979
0,04 1,0043 0,0267 0,29 1,2110 0,2058
0,05 1,0067 0,0334 0,30 1,2250 0,2137
0,06 1,0096 0,0401 0,31 1,2393 0,2218
0,07 1,0130 0,0468 0,32 1,2539 0,2299
0,08 1,0170 0,0536 0,33 1,2689 0,2381
0,09 1,0215 0,0604 0,34 1,2843 ,2:
0,10 1,0265 0,0672 0,35 1,3000 0,2548
0,11 1,0320 0,0740 0,36 1,3160 0,2633
0,12 1,0380 0,0809 0,37 1,3323 0,2719
0,13 1,0445 0,0878 0,38 1,3490 0,2806
0,14 1,0515 0,094 0,39 1,3660 0,2893
0,15 1,0590 0,1018 0,40 1,3832 0,2982
0,16 1,0669 0,1088 0,41 1,4008 0,3072
0,17 1,0754 0,1159 0,42 1,4186 0,3162
0,18 1,0843 0,1231 0,43 1,4367 0,3254
0,19 1,0936 0,1303 0,44 1.4551 0,3347
0,20 1,1035 0,1375 0,45 1,4738 0,3441
0,21 1,1137 0,1448 0,46 1,4927 0,3536
0,22 1,1244 0,1522 0,47 1,5118 0,3632
0,23 1,1356 0,1596 0,48 1,5313 0,3729
0,24 1,1471 0,1671 0,49 1,5509 0,3828
0,25 1,1591 0,1747 0,50 1,5708 0,3927

Véanse en la pag. 66 las explicaciones de la tabla.
Véanse en la pag. 195 las férmulas referentes al segmento.
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b) LA LONGITUD DEL ARCO, LA FLECHA, LA LONGITUD DE LA CUERDA Y EL AREA DEL
SEGMENTO PARA UN RADIO IGUAL A LA UNIDAD

Angtul? I&[’ngmd Flecha 1 L(iineg;taua a Area del
centra el arco h H cuerda m segmento
a 1 a
1 0,0175 0,0000 458,37 0,0175 458,36 0,00000
2 0,0349 0,0002 229,19 0,0349 229,18 0,00000
3 0,0524 0,0003 152,80 0,0524 152,78 0,00001
4 0,0698 0,0006 114,60 0,0698 114,58 0,00003
5 0,0873 0,0010 91,69 0,0872 91,66 0,00006
6 0,1047 0,0014 76,41 0,1047 76,38 0,00010
7 0,1222 0,0019 65,50 0,1221 65,46 0,00015
8 0,1396 0,0024 57,32 0,1395 57,27 0,00023
9 0,1571 0,0031 50,96 0,1569 50,90 0,00032
10 0,1745 0,0038 45,87 0,1743 45,81 0,00044
11 0,1920 0,0046 41,70 0,1917 41,64 0,00059
12 0,2094 0,0055 38,23 0,2091 38,16 0,00076
13 0,2269 0,0064 35,30 0,2264 35,22 0,00097
14 0,2443 0,0075 32,78 0,2437 32,70 0,00121
15 0,2618 0,0086 30,60 0,2611 30,51 0,00149
16 0,2793 0,0097 28,69 0,2783 28,60 0,00181
17 0,2967 0,0110 27,01 0,2956 26,91 0,00217
18 0,3142 0,0123 25,52 0,3129 25,41 0,00257
19 0,3316 0,0137 24,18 0,3301 24,07 0,00302
20 0,3491 0,0152 22,98 0,3473 22,86 0,00352
21 0,3665 0,0167 21,89 0,3645 21,77 0,00408
22 0,3840 0,0184 20,90 0,3816 20,77 0,00468
23 0,4014 0,0201 20,00 0,3987 19,86 0,00532
24 0,4189 0,0219 19,17 0,4158 19,03 0,00607
25 0,4363 0,0237 18,41 0,4329 18,26 0,00686
26 0,4538 0,0256 17,71 0,4499 17,55 0,00771
27 0,4712 0,0276 17,06 0,4669 16,90 0,00862
28 0,4887 0,0297 16,45 0,4838 16,29 0,00961
29 0,5061 0,0319 15,89 0,5008 15,72 0,01067
30 0,5236 0,0341 15,37 0,5176 15,19 0,01180
31 0,5411 0,0364 14,88 0,5345 14,70 0,01301
32 0,5585 0,0387 14,42 0,5513 14,23 0,01429
33 0,5760 0,0412 13,99 0,5680 13,79 0,01566
34 0,5934 0,0437 13,58 0,5847 13,38 0,01711
35 0,6109 0,0463 13,20 0,6014 12,99 0,01864
36 0,6283 0,0489 12,84 0,6180 12,63 0,02027
37 0,6458 0,0517 12,50 0,6346 12,28 0,02198
38 0,6632 0,0545 12,17 0,6511 11,95 0,02378
39 0,6807 0,0574 11,87 0,6676 11,64 0,02568
40 0,6981 0,0603 11,58 0,6840 11,34 0,02767
41 0,7156 0,0633 11,30 0,7004 11,06 0,02976
42 0,7330 0,0664 11,04 0,7167 10,79 0,03195
43 0,7505 0,0696 10,79 0,7330 10,53 0,03425
44 0,7679 0,0728 10,55 0,7492 10,29 0,03664
45 0,7854 0,0761 10,32 0,7654 10,05 0,03915

Véanse en la pag. 66 las explicaciones de la tabla.

Véanse en la pag. 195 las férmulas referentes al segmento.
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. Longitud
l&sz:gg Flecha ] de la a Area del
I h n cuerda H segmento
a 1
0,7854 0,0761 10,32 0,7654 10,05 0,03915
0,8029 0,0795 10,10 0,7815 9,83 0,04176
0,8203 0,0829 9,89 0,7975 9,62 0,04448
0,8378 0,0865 9,69 0,8135 9,41 0,04731
0,8552 0,0900 9,50 0,8294 9,21 0,05025
0,8727 0,0937 9,31 0,8452 9,02 0,05331
0,8901 0,0974 9,14 0,8610 8,84 0,05649
0,9076 0,1012 8,97 0,8767 8,66 0,05978
0,9250 0,1051 8,80 0,8924 8,49 0,06319
0,9425 0,1090 8,65 0,9080 8,33 0,06673
0,9599 0,1130 8,50 0,9235 8,17 0,07039
0,9774 0,1171 8,35 0,9389 8,02 0,07417
0,9948 0,1212 8,21 0,9543 7,88 0,07808
1,0123 0,1254 8,07 0,9696 7,73 0,08212
1,0297 0,1296 7,94 0,9848 7,60 0,08629
1,0472 0,1340 7,82 1,0000 7,46 0,09059
1,0647 0,1384 7,69 1,0151 7,34 0,09502
1,0821 0,1428 7,58 1,0301 7,21 0,09958
1,0996 0,1474 7,46 1,0450 7,09 0,10428
1,1170 0,1520 7,35 1,0598 6,97 0,10911
1,1345 0,1566 7,24 1,0746 6,86 0,11408
1,1519 0,1613 7,14 1,0893 6,75 0,11919
1,1694 0,1661 7,04 1,1039 6,65 0,12443
1,1868 0,17t0 6,94 1,1184 6,54 0,12982
1,2043 0,1759 6,85 1,1328 6,44 0,13535
1,2217 0,1808 6,76 1,1472 6,34 0,14102
1,2392 0,1859 6,67 1,1614 6,25 0,14683
1,2566 0,1910 6,58 1,1756 6,16 0,15279
1,2741 0,1961 6,50 1,1896 6,07 0,15889
1,2915 0,2014 6,41 1,2036 5,98 0,16514
1,3090 0,2066 6,33 1,2175 5,89 0,17154
1,3265 0,2120 6,26 1,2313 5,81 0,17808
1,3439 0,2174 6,18 1,2450 5,73 0,18477
1,3614 0,2229 6,11 1,2586 5,65 0,19160
1,3788 0,2284 6,04 1,2722 5,57 0,19859
1,3963 0,2340 5,97 1,2856 5,49 0,20573
1,4137 0,2396 5,90 1,2989 5,42 0,21301
1,4312 0,2453 5,83 1,3121 5,35 0,22045
1,4486 0,2510 5,77 1,3252 5,28 0,22804
1,4661 0,2569 5,71 1,3383 5,21 0,23578
1,4835 0,2627 5,65 1,3512 5,14 0,24367
1,5010 0,2686 ' 5,59 1,3640 5,08 0,25171
1,5184 0,2746 5,53 1,3767 5,01 0,25990
1,5359 0,2807 5,47 1,3893 4,95 0,26825
1,5533 0,2867 5,42 1,4018 4,89 0,27675
1,5708 0,2929 5,36 1,4142 4,83 0,28540
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. Longitud
Angulo | Longitud
central del arco Flc’::ha i de La a Area del
a® 1 % cue‘; a ® segmento
90 1,5708 0,2929 5,36 1,4142 4,83 0,28540
91 1,5882 0,2991 5,31 1,4265 4,77 0,29420
92 1,6057 0,3053 5,26 1,4387 4,71 0,30316
93 1,6232 0,3116 5,21 1,4507 4,66 0,31226
94 1,6406 0,3180 5,16 1,4627 4,60 0,32152
95 1,6581 0,3244 5,11 1,4746 4,55 0,33093
96 1,6755 0,3309 5,06 1,4863 4,49 0,34050
97 1,6930 0,3374 5,02 1,4979 4,44 0,35021
98 1,7104 0,3439 4,97 1,5094 4,39 0,36008
99 1,7279 0,3506 4,93 1 5208 4,34 0,37009
100 1,7453 0,3572 4,89 1,5321 4,29 0,38026
101 1,7628 0,3639 4,84 1,5432 4,24 0,39058
102 1,7802 0,3707 4,80 1,5543 4,19 0,40104
103 1,7977 0,3775 4,76 1,5652 4,15 0,41166
104 1,8151 0,3843 4,72 1,5760 4,10 0 42242
105 1,8326 0,3912 4,68 1,5867 4,06 0,43333
106 1,8500 0,3982 4,65 1,5973 4,01 0,44439
107 1,8675 0,4052 4,61 1,6077 3,97 0,45560
108 1,8850 0,4122 4,57 1,6180 3,93 0,46695
109 1,9024 0,4193 4,54 1 6282 3,88 0,47845
110 1,9199 0,4264 4,50 1,6383 3,84 0,49008
111 1,9373 0,4336 4,47 1,6483 3,80 0,50187
112 1,9548 0,4408 4,43 1,6581 3,76 0,51379
113 1,9722 0,4481 4,40 1,6678 3,72 0,52586
114 1,9897 0,4554 4,37 1,6773 3,68 0,53806
115 2,0071 0,4627 4,34 1,6868 3,65 0,55041
116 2,0246 0,4701 4,31 1,6961 3,61 0,56289
117 2,0420 0,4775 4,28 1,7053 3,57 0,57551
118 2,0595 0,4850 4,25 1,7143 3,53 0,58827
119 2,0769 0,4925 4,22 1,7233 3,50 0,60116
120 2,0944 0,5000 4,19 1,7321 3,46 0,61418
121 2,1118 0,5076 4,16 1,7407 3,43 0,62734
122 2,1293 0,5152 4,13 1,7492 3,40 0,64063
123 2,1468 0,5228 4,11 1,7576 3,36 0,65404
124 2,1642 0,5305 4,08 1,7659 3,33 0,66759
125 2,1817 0,5383 4,05 1,7740 3,30 0,68125
126 2,1991 0,5460 4,03 1,7820 3,26 0,69505
127 2,2166 0,5538 4,00 1,7899 3,23 0,70897
128 2,2340 0,5616 3,98 1,7976 3,20 0,72301
129 2,2515 0,5695 3,95 1,8052 3,17 0,73716
130 2,2689 0,5774 3,93 1,8126 3,14 0,75144
131 2,2864 0,5853 3,91 1,8199 3,11 0,76584
132 2,3038 0,5933 3,88 1,8271 3,08 0,78034
133 2,3213 0,6013 3,86 1,8341 3,05 0,79497
134 2,3387 0,6093 3,84 1,8410 3,02 0,80970
135 2,3562 0,6173 3,82 1,8478 2,99 0,82454

Véanse en la pag. 66 las explicaciones de la tabla.
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REDUCCION DE GRADOS A RADIANES

16. Reduccién de grados a radianes

Longitud del arco de la circunferencia de radio 1

77

Angulo Arco Angulo Arco Angulo ; arco
1 0,000005 1° 0,017453 31° 0,541052
2 0,000010 2 0,034907 32 0,558505
3 0,000015 3 0,052360 33 0,575959
4 0,000019 4 0,069813 34 0,593412
5 0,000024 5 0,087266 35 0,610865
6 0,000029 6 0,104720 36 0,628319
7 0,000034 7 0,122173 37 0,645772
8 0,000039 8 0,139626 38 0,663225
9 0,000044 9 0,157080 39 0,680678
10 0,000048 10 0,174533 40 0,698132
20 0,000097 11 0,191986 45 0,785398
30 0,000145 12 0,209440 50 0,872665
40 0,000194 13 0,226893 55 0,959931
50 0,000242 14 0,244346 60 1,047198
15 0,261799 65 1,134464
1’ 0,000291 16 0,279253 70 1,221730
2 0,000582 17 0,296706 75 1,308997
3 0,000873 18 0,314159 80 1,396263
4 0,001164 19 0,331613 85 1,483530
5 0,001454 20 0,349066 90 1,570796
6 0,001745 21 0,366519 100 1,745329
7 0,002036 22 0,383972 120 2,094395
8 0 002327 23 0,401426 150 2,617994
9 0,002618 24 0,418879 180 3,141593
10 0,002909 25 0,436332 200 3,490659
20 0,00581 8 26 0,453786 250 4,363323
30 0,008727 27 0,471239 270 4,712389
40 0,011636 28 0,488692 300 5,235988
50 0,014544 29 0,506145 360 6,283185
30 0,523599 400 6,981317
FEjemplos :
1) 52°37'23" 2) 5,645 radianes
50° = 0,872665 5,235988 = 300°
2° = 0,034907 0.409012
300 =0,008727 g :?)9131226 = 23°
7 = 0,002036 o
20" = 0,000097 0,007586 ,
3" = 0.000015 0,905818 = 20
T ctoaam 0,001768
0,918447 0,001745 = 6
52°37°23"” = 0,91845 radianes 0,000023 = 5"
Escémodo realizar el calculo con una . ot
calculadora de escritorio. 5,645 radianes = 323°26'5

El arco igual al radio tiene 57°17°44"’, 8 (= 1 radién).
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17. Partes proporcionales
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18. Tabla para la interpolacién cuadrdtica

| |

kk,kk'klkkikllk kol k| ok

0,000 1,000 | 0,066 0,934 10,147 0,853 } 0,255 0,745
0,000 0,016 0,032 0,048
0,002 0,998 10,071 0,929 | 0,153 0,847 0,263 0,737
0,001 0,017 0,033 0,049
0,006 0,994 | 0,075 0,92510,159 0,841 0,271 0,729
0,002 0,018 0,034 0,050
0,010 0,990 1 0,080 0,920} 0,165 0,835} 0,280 0,720
0,003 0,019 0,035 0,051
0,014 0,986 1 0,085 0,9150,171 0,829 10,290 0,710
0,004 0,020 0,036 0,052
0,018 0,982 0,090 0,910} 0,177 0,823 10,300 0,700
0,005 0,021 0,037 0,053
0,022 0,978 } 0,095 0,905} 0,183 0,817]0,310 0,690
0,006 0,022 0,038 0,054
0,026 0,974 | 0,100 0,900 | 0,190 0,810 0,321 0,679
0,007 0,023 0,039 0,055
0,030 0,970 | 0,105 0,89510,196 0,804 0,332 0,668
0,008 0,024 0,040 0,056
0,035 0,96510,110 0,890} 0,203 0,797 } 0,345 0,655
0,009 0,025 0,041 0,057
0,039 0,961 10,115 0,885]0,210 0,790 ] 0,358 0,642
0,010 0,026 0,042 0,058
0,043}, 0,957 0,120 0,880]0,217 0,783 0,373 0,627
0,011 0,027 0,043 0,059
0,048 0,95210,125 0,875]0,224 0,776 | 0,390 0,610
0,012 0,028 0,044 0,060
0,052 0,948 | 0,131 0,869 | 0,231 0,769 | 0,410 0,590
0,013 0,029 0,045 0,061
0,057 0,94310,136 0,864 | 0,239 0,76110,436 0,564
0,014 0,030 0,046 ’ 0,062
0,061 0,939 10,142 0,858 } 0,247 0,753 | 0,500 0,500
0,015 0,031 0,047
0,066/ 0,934 10,147 0,853 0,255 0,745

Véase en la pag. 15 la interpolacién cuadratica. .

A todos los valores de k comprendidos entre valores contiguos de la columna
(tanto de la derecha como de la izquierda) corresponde un mismo valor k;, situado
entre estos valores contiguos de k. A los valores “criticos” (tabulares) de k corresponde
el ky superior.

Ejemplos:

1) para k = 0,8 k,= 0,040 (igual que para todos los otros k comprendidos entre
0,797 y 0,804 o entre 0,196 y 0,203);

2) para k == 0,3 (0 para k = 0,7) k, = 0,052.
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B. TABLAS DE FUNCIONES ESPECIALES

19. Funcion Gamma*

i

x | T(x) x | T® x . T x| D

1,00 1,00000 1,25 0,90640 1,50 0,88623 1,75 0,91906

01 0,99433 26 0,90440 51 0,83659 76 0,92137
02 0,98884 27 0,90250 52 0,88704 77 0,92376
03 0,98355 28 0,90072 53 0,88757 78 0,92623
04 0,97844 29 0,89904 54 0,88818 79 0,92877
1,05 0,97350 1,30 0,89747 1,55 0,88887 1,80 0,93138
06 0,96874 31 0,89600 56 0,88964 81 0,93408
07 0,96415 32 0,89464 57 0,89049 82 0,93685
08 0,95973 33 0,89338 58 0,89142 83 0,93969
09 0,95546 34 0,89222 59 0,89243 84 0,94261
1,10 0,95135 1,35 0,89115 1,60 0,89352 1,85 0,94561
11 0,94740 36 0,89018 61 0,89468 86 0,94869
12 0,94359 37 0,88931 62 0,89592 87 0,95184
13 0,93993 38 0,88854 63 0,89724 88 0,95507
14 0,93642 39 0,88785 64 0,89864 89 0,95838
1,15 0,93304 1,40 0,88726 1,65 0,90012 1,90 0,96177
16 0,92980 41 0,88676 66 0,90167 91 0,96523
17 0,92670 42 0,88636 67 0,90330 92 0,96877
18 0,92373 43 0,88604 68 0,90500 93 0,97240
19 0,92089 44 0,88581 69 0,90678 94 0,97610
1,20 0,91817 1,45 0,88566 1,70 0,90864 1,95 0,97988
21 0,91558 46 0,88560 71 0,91057 96 0,98374
22 0,91311 47 0,88563 72 0,91258 97 0,98768
23 0,91075 48 0,88575 73 0,91467 98 0,99171
24 0,90852 49 0,88595 74 0,91683 99 0,99581

1,25 0,90640 1,50 0,88623 1,75 0,91906 2,00 1,00000

Los valores de la funcion Gamma para x < 1 y x > 2 pueden ser calculados me-
diante las férmulas:

T'(x)

- F—(XTH) F(x) = (x—1) T(x—1).

Ejemplos : » 90864
rd, 0,90864
DTrE,7) = o =TT~ 1,2981,

2)I'@3,’) =2,5rQ,5) =2,5-1,5-T(1,5) = 2,5-1,5-0,88623 = 3,32336.

* Véase en la pag. 185 la definicion, las formulas y las graficas.

6 14016
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20. Funciones de Bessel (cilindricas)*

x Jo) | Lo | Yo | i | Lo | K | Ke) | K@)
0,0 |+1,0000+0,0000— o |- o 41,000 | 0,00000 oo o

0,1 0,9975] 0,0499|—1,5342|—-6,4590 1,003 +0,0501? 2,4271 9,8538
0,2 0,9900{ 0,0995| 1,0811] 3,3238 1,010 0,1005,1,7527 4,7760
0,3 0,9776| 0,1483| 0,8073| 2,2931 1,023 0,1517|1,3725 3,0560
0,4 0,9604| 0,1960 0,6060| 1.7809 1,040 0,2040 1,1145 2,1844
0,5 +0,9385|+0,2423| —0,4445{—1,4715 1,063 0,2579| 0,9244 1,6564
0,6 0,9120f 0,2867| 0,3085] 1,2604 1,092 0,3137/0,7775 1,3028
0,7 0,8812 0,3290| 0,1907| 1,1032 1,126 0,3719| 0,6605 1,0503
0,8 0,8463| 0,3688{—0,0868 0,9781 1,167 0,4329! 0,5653 0,8618
0,9 0,8075| 0,4059|+0,0055| 0,8731 1,213 0,4971| 0,4867 0,7165
1,0 +0,7652| +0,4401| 4+ 0,0883{--0,7812 1,266 0,5652| 0,4210 | 0,6019
1,1 0,7196| 0,4709| 0,1622] 0,6981 1,326 0,6375} 0,3656 0,5098
1,2 0,671t 0,4983{ 0,2281| 0,6211 1,394 0,714710,3185 0,4346
1,3 0,6201| 0,5220| 0,2865| 0,5485 1,469 0,7973,0,2782 | 0,3725
1,4 0,5669| 0,5419{ 0,3379| 0,4791 1,553 0,8861/0,2437 | 0,3208
1,5 +0,5118|+0,5579| +0,3824| —0,4123 1,647 0,98170,2138 | 0,2774
1,6 0,4554| 0,5699| 0,4204| 0,3476 1,750 1,085 { 0,1880 0,2406
1,7 0,3980| 0,5778| 0,4520| 0,2847 1,864 1,196 | 0,1655 0,2094
1,8 0,3400| 0,5815 0,4774 0,2237‘ 1,990 1,317 {0,1459 0,1826
1,9 0,2818(_0,5812| 0,4968{ 0,1644 2,128 1,448 | 0,1288 0,1597
2,0 +0,2239| 4+0,5767| +0,5104| —0,1070 2,280 1,591 0,1139 10,1399
2,1 0,1666| 0,5683| 0,5183!—0,0517 2,446 1,745 10,1008 0,1227
2,2 0,1104] 0,5560{ 0,5208|+0,0015 2,629 1,914 0,08927 | 0,1079
2,3 0,0555| 0,5399{ 0,5181} 0,0523 2,830 2,098 0,07914 | 0,09498
2,4 0,0025| 0,5202( 0,5104| 0,1005; 3,049 2,298 0,07022 | 0,08372
2,5 —0,0484( 40,4971 +0,4981| 40,1459, 3,290 2,517 : 0,06235 | 0,07389
2,6 0,0968; 0,4708| 0,4813 0,1884 3,553 2,755 0,05540 | 0,06528
2,7 0,1424| 0,4416] 0,4605| 0,2276] 3,842 3,016 < 0,04926 | 0,05774
2,8 0,1850| 0,4097| 0,4359| 0,2635 4,157 3,301 0,04382 | 0,05111
2,9 0,2243| 0,3754] 0,4079! 0,2959' 4,503 3,613 0,03901 | 0,04529
3,0 —0,2601{+0,3391| +0,3769{ +0, 3241‘ 4,881 3,953 . 0,03474 | 0,04016
3,1 0,2921} 0,3 0,3431{ O, 3496‘ 5,294 4,326 ' 0,03095 | 0,03563
32 0,3202| 0,2613| 0,3070{ O, 3707 5,747 4,734 - 0,02759 | 0,03164
3,3 0,3443} 0,2207{ 0,2691} O, 3879‘ 6,243 5,181 0,02461 | 0,02812
3,4 0,3643| 0,1792] 0,2296] 0,4010; 6,785 5,670 0,02196 | 0,02500
3,5 --0,38011+0,1374{ +0,1890 +0.41021 7,378 6,206 0,01960 | 0,02224
3,6 0,3918 0,0955| 0,1477 0,4154 8,028 6,793 0,01750 | 0,01979
3,7 0,3992( 0,0538{ 0,1061 0,4167| 8,739 7,436 ¢0,01563 0,01763
3,8 0,4026| +0,0128| 0,0645| 0,4141; 9,517 8,140 1 0,01397 | 0,01571
3,9 0,4018{—0,0272(+0,0234| 0,4078) 10,37 8,913 0,01248 | 0,01400
4,0 —0,3971|—0,0660| —0,0169| +0,3979: 11,30 9,759 0,01116 | 0,01248
4,1 0,3887| 0,1033] 0,0561 0,3846 12,32 10,69 0,009980) 0,01114
4,2 0,3766] 0,1386{ 0,0938! 0,3680 13,44 11,71  0,008927| 0,009938
4,3 0,3610{ 0,1719| 0,1296] 0,3484. 14,67 12,82 0,007988; 0,008872
4,4 0,3423; 0,2028; 0,1633 03260 16,01 14,05 0,007149]| 0,007923
4,5 —0,3205|—0,2311{—0,1947{ +0,3010 17,48 15,39  0,006400; 0,007078
4,6 0,2961| 0,2566] 0,2235! 0,2737 19,09 16,86  0,005730| 0,006325
4,7 0,2693| 0,2791| 0,2494] 0,2445 20,86 18,48 0,005132 0,005654
4,8 0,2404| 0,2985| 0,2723] 0,2136 22,79 20,25 0,004597} 0,005055
49 0,2097| 0,3147; 0,2921| 0,1812 24,91 22,20 0,004119] 0,004521

* Véanse en las pags. 532-535 la definici6n, las formulas y las graficas,




FUNCIONES DE BESSEL 83
x Jo(x) | T1(%) | Yolx, | ¥y | I | N | Ko(x) | Ky(x)
i 0,00 0,00
5,0 |—0,1776|—0,3276]—0,3085{+0,1479  27,24| 24,34| 3691 | 404 5
5.1 0,1443| 0,3371| 0,3216] 0,1137 29,79| 26,68| 3308 | 3619
52 | 0,1103| 0,3432] 0,3313] 00792 32,58 29.25( 2966 | 3239
5.3 0,0758| 0,3460] 0,3374] 0,0445 35,65/ 32,08 2659 | 2900
5.4 | 0,0412] 0,3453| 0,3402/+0,0101 39,01| 35,18 2385 | 2597
5,5 |—0,0068|—0,3414|—0,3395|—0,0238' 42,69 38,59| 2139 | 2326
56 |+0,0270| 0,3343| 0,3354) 0,0568 46,74 42,33/ 1918 | 2083
57 | 0,059 0,3241| 0,3282 0,0887 51.17| 4644 1721 | 1866
58 | 00917| 0,3110( 03177 0,192 56,04] 50,95 1544 | 1673
59 | 0,12200 0,2951| 0,3044 0,1481 61,38] 5590/ 1386 | 1499
6,0 |+0,1506|—0,2767|-0,2882|—0,1750| 67,23 61,34] 1244 | 1344
6.1 0.1773] 0,2559| 0,2694] 0.1998 73.66| 67.32| 1117 | 1205
6.2 | 02017| 0,2329| 0,2483 02223 80772| 73,89 1003 | 1081
6.3 0,2238/ 0,2081| 0,2251) 0,2422 88,46| 81,10 09001 | 09691
6,4 | 02433} 0,1816] o0, 0,2596 96.96| 89,03 08083 | 086 93
6.5 |+0,2601{—0,1538/—0,1732-0,2741] 106,3 | 97,74| 07259 | 07799
6.6 0,2740{ 0,1250| 0,1452] 0,2857| 116,5 | 107,3 | 06520 | 069 98
6.7 0,2851| 0,0953| 0,1162] 0,2945| 127,8 | 117.8 | 058 57 | 062 80
6.8 0,2931| 0,0652| 0,0864] 0,3002] 140,1 | 1294 | 05262 | 056 36
6.9 0,2981| 0,0349| 0,0563] 0,3029, 153,7 | 142,1 | 04728 | 05059
7,0 |+0,3001(—0,0047|—0,0259{—0,3027, 168,6 | 156,0 | 04248 | 04542
71 0,2991+0,0252| +0,0042] 0,2995/ 185,0 | 171.4 | 038 17 | 04078
72 0,2951| 0,0543| 0,0339| 0,2934] 202,9 | 188,3 | 03431 | 03662
7.3 0,2882| 0,0826] 0,0628| 0,2846 222,7 | 2068 | 03084 | 03288
1.4 0,2786| 0,1 0,0907| 0,2731] 244,3 | 2272 | 02772 | 02953
7.5 |+0,2663|+0,1352| +0,1173|—0,2591, 268,2 | 249,6 | 02492 | 02653
7,6 | 0,2516] 0,1592] 0,1424] 0,2428 294,3 | 2742 | 02240 | 02383
7,7 | 02346| 0,1813| 0,1658 0,2243 323;1 | 301,3 | 02014 | 02141
7.8 | 02154 02014 0,1872] 0.2039 3547 | 331.1 [ Ots11 | 01924
7,9 | 0,1944] 0,2192] 02065 0,1817. 389,4 | 363,9 | 01629 | 01729
8,0 |+0,1717/+0,2346| +0,2235|—0,1581 427,6 | 399,9 | 01465 | 01554
8.1 0,1475| 0,2476! 0,2381| 0,1331] 469,5 | 4395 | 01317 | 01396
82 | 01222/ 0,2580 0,2501| 0,1072] 5156 | 483.0 | 01185 | 01255
8.3 0,0960| 0,2657| 0,2595| 0,0806, 566,3 | 531,0 | 01066 | 011 28
84 | 0,0592f 0,2708] 0,2662] 0,0535 621,9 | 583,7 | 009 588 | 010 14
8,5 |+0,0419+0,2731]40,2702{—0,0262] 683,2 | 641,6 | 008 626 | 009 120
8,6 |+0,0146| 0,2728| 0,2715+0,0011] 750,5 | 705.4 | 007 761 | 008 200
8,7 [—0.c125| 0,2697| 0,2700] 0,0280, 824,4 | 775.5 | 006983 | 007 374
8,8 | 0,0392) 0,2641] 0,265 0,0544] 905.8 | 852.7 | 006283 | 006 631
89 | 0,0653| 0,2559 0,2592] 0,0799] 995.2 | 9375 | 005654 | 005 964
9,0 |—0,0903{+0,2453|+0,2499 +0,1043| 1094 | 1031 | 005088 | 005 364
9,1 0,1142{ 0,2324| 0,2383 0,1275 1202 | 1134 | 004 579 | 004 825
9,2 | 0,1367| 0,2174] 0,2245 0,1491| 1321 | 1247 | 004 121 | 004 340
9,3 | 0,1577] 0,2004| 0,2086 0,1691) 1451 | 1371 | 003710 | 003 904
9,4 | 0,1768{ 0,1816) 0,1907 0,1871] 1595 | 1508 | 003339 | 003 512
9,5 |(-0,1939|+0,1613(+0,1712 +0,2032 1753 | 1658 | 003 003 160
9,6 | 0,2090{ 0,i395| 0,1502 0,2171: 1927 | 1824 | 002706 | 002 843
9,7 | 02218 0,1160| 0,1279° 0,2287 2119 | 2006 | 002 436 | 002 559
9,8 | 02323] 00928) 0,1045 02379 2329 | 2207 | 002193 | 002 302
99 | 0,2403{ 0,0684| 0,0804 0,2447 2561 | 2428 | 001975 | 002072
10,0 | —0,2459| +0,0435| +0,0557 +0,2490, 2816 | 2671 | 001778 | 001 865

L3
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21. Polinomios de Legendre ( funciones esféricas)*

| ; |

=Px) | Pyx) 1 Pyx) Py(x) i Py(x) Pg(x) Pa(x)

0,00 —0,5000 0,0000 0,3750 |  0,0000 | —0,3125 0,0000
0,05 —0,4962 | —0,0747 0,3657 |  0,0927 | —0,2962 | -0,1069
0,10 —0,4850 | —0,1475 0,3379 | 10,1788 | —0,2488 | —0,1995
0,15 —0,4662 | —0,2166 0,2928 0,2523 | —0,1746 | —0,2649
0,20 —0,4400 | —0,2800 0,2320 0,3075 | —0,0806 | —0,2935
0,25 -0,4062 | —0,3359 0,1577 0,3397 | 40,0243 { —0,2799
0,30 —0,3650 | —0,3825 | +0,0729 0,3454 0,1292 | —0,2241
0,35 —0,3162 | —0,4178 | —0,0187 0,3225 0,2225 | —0,1318
0,40 —0,2600 | —0,4400 | —0,1130 0,2706 0,2926 | —0,0146
0,45 —0,1962 | —0,4472 | —0,2050 0,1917 0,3290 | +0,1106
0,50 -~0,1250 | —0,4375 | —0,2891 | +0,0898 0,3232 0,2231
0,55 —0,0462 | —0,4091 | —0,3590 | —0,0282 0,2708 0,3007
0,60 0,0400 | —0,3600 | —0,4080 | —0,1526 0,1721 0,3226
0,65 0,1338 | —0,2884 | —0,4284 | —0,2705 | +0,0347 0,2737
0,70 0,2350 | —0,1925 | —0,4121 | —-0,3652 | —0,1253 | 40,1502
0,75 0,3438 | —0,0703 | —0,3501 | —0,4164 | —0,2808 | —0,0342
0,80 0 40,0800 | —-0,2330 { —0,3995 | —0,3918 | —0,2397
0,85 0,5838 0,2603 | ~0,0506 | —0,2857 | —0,4030 | —0,3913
0,90 0,7150 0,4725 | +0,2079 | —0,0411 | —0,2412 | —0,3678
0,95 0,8538 0,7184 0,5541 | +0,3727 | +0,1875 | +0,0112
1,00 1,0000 , 1, 1,0000 1, 1,0000

Py(x) = 1; Py(x )= x;

Py(x) = —; (Bx2—-1);

(5x3—3x);

S

Py(x) =

-

Py(v) = 3 (35x4—30x2+3);
Py(x) = % (63x5—70x3+15x);
Pg(x) = % (231x8—315x4+105x2—5);

Py(x) = Tlg (429x7 - 693 x5+ 315x3—35x).

* Véanse en la pag. 535 la definicién y las graficas.




22. Integrales elipticas*

a) INTEGRALES ELIPTICAS DE PRIMERA ESPECIE: F(k, @), k = sen a

X 0° 10° 20° g 30° 40° I 50° 60° 70° 80° 90°
o | 00000 | 00000 | 00000 | 00000 | 0,0000 0,0000 | 0,0000 | O, 0,0000 | 0,0000
10 0,1745 | 0,1746 | 0,1746 | 0,1748 | 0,1749 | 0,1751 | 0,1752 | 0,1753 | 0,1754 | 0.1754
20 0,3491 | 0,3493 | 0,3499 | 0,3508 | 0,3520 | 0,3533 | 0,3545 | 0,3555 | 0,3561 | 0,3564
30 0,5236 | 0,5243 | 0,5263 | 0,5294 | 0,5334 | 0,5379 | 0,5422 | 0,5459 | 0,5484 | 0,5493
40 0,6981 | 0,6997 | 0,7043 | 0,7116 | 0,7213 | 0,7323 | 0,7436 | 0,7535 | 0.7604 | 0,7629
50 08727 | 08756 | 0,8842 | 0,8982 | 0,9173 | 09401 | 09647 | 09876 | 10044 | 1.0107
60 1,0472 | 1,0519 | 1,06600 | 1,0896 | 1,1226 | 1,1643 | 1,2126 | 1,2619 | 1.3014 | 1,3170
70 1,2217 | 1,2286 | 1,2495 | 1,2853 | 1,3372 | 1,4068 | 14944 | 15959 | 1.6918 | 1.7354
80 1,3963 | 1,4056 | 1,4344 | 1,4846 | 1,5597 | 1,6660 | 1,8125 | 2,0119 | 22653 | 2,4362
90 1,5708 | 1,5828 | 1,6200 | 1,6858 | 1,7868 | 1,9356 | 2,1565 | 2,5046 | 3.1534 o

b) INTEGRALES ELIPTICAS DE SEGUNDA ESPECIE: E(k, @), k = sen a
l i

x 0° 10° 20° 30° 40° ‘ 50° 60° | 70° | 80° | 90°
(4 | | ) !
0° | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | O, 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
10 0,1745 | 0,1745 | 0,1744 | 0,1743 | 0,1742 | 0,1740 | 0,1739 | 0,1738 | 0,1737 | 0,1736
20 0,3491 | 0,3489 | 03483 | 0,473 | 03462 | 03450 | 0,3438 | 03429 | 03422 | 0,3420
30 0,5236 | 05229 | 0,5209 ! 0,5179 | 0,5141 | 0,5100 | 0,506t | 0,5029 | 0,5007 | 0,5000
40 0,6981 | 0,696 | 06921 | 0,6851 | 06763 | 0,6667 | 0,6575 | 0,6497 | 0.6446 | 0,6428
50 0,8727 | 0,8698 | 08614 | 0,8483 | 0,8317 | 08134 | 07954 | 07801 | 0,7697 | 0,7660
60 1,0472 | 1,0426 | 1,0290 | 1,0076 | 0,9801 | 0,9493 | 0.9184 | 0,8914 | 08728 | 0,8660
70 1,2217 | 1,2149 | 1,1949 . 1,1632 | 1,1221 | 1,0750 | 1,0266 | 0,9830 | 09514 | 0,9397
20 1,3963 | 1,3870 | 1,3597 | 1,3161 | 1,590 | 1,1926 | 1,1225 | 1,0565 @ 1,0054 | 0,9848
20 1,5708 | 1,5589 | 1,5238 | 1,4675 | 1,3931 | 1,3055 | L2111 | 1,1184 | 1.0401 | 1,0000

* Véanse en la pagina siguiente y en las pags. 399 —400 las definiciones.

SVOLLd}Td STTVEDIALNI
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) INTEGRALES ELfPTICAS COMPLETAS, k = sen &

« | K ' E e | K E o« X E

0 [1,5708 11,5708 | 30 | 1,6858 | 1,4675 | 60 | 2,1565 | 1,2111

1 | 1,5709 | 1,5707 | 31 | 1.6941 | 1.4608 | 61 | 2.1842 | 1.2015

2 (1,5713 | 1,5703 | 32 | 1,7028 | 1,4539 | 62 | 22132 | 1.1920

3 [1,57119 | 1,597 | 33 | 1,7119 | 1,4469 | 63 | 22435 | 101826

4 | 1,5127 | 1,5689 | 3a4 |1,7214 | 1,4397 | 64 | 22754 | 11732

5 |1,5738 | 1,578 | 35 |1,7312| 14323 | 65 |2,3088 | 1,1638

6 [1,5751 | 1,565 | 36 | 1,7415 | 1,4248 | 66 | 2.3439 | 1.1545

7 | 15767 | 1,5649 | 37 | 17522 | 1,4171 | 67 | 2.3809 | 11453

8 |1,5785 | 1,532 | 38 |1,7633| 1,.4092 | 68 | 2.4198 | 1.1362
9 [1,5805 | 1,511 | 39 [1,7748 | 1,4013 | 69 | 2.4610 | 1.1272
10 {1,588 | 1,5589 { 40 | 1,7868 | 1,3931 | 70 | 2,5046 | 1,1184
11 | 1,5854 | 15564 | a1 | 1,7992 | 1.3849 | 71 | 2)5507 | 1.1096
12 11,5882 11,5537 { 42 |1.8122| 13765 | 72 | 2.5998 | 11011
13 | 1,513 | 1,5507 | 43 | 1,8256 | 1,3680 | 73 | 2:6521 | 1.0927
14 . 1,5476 | 44 | 1,8396 | 1,3594 | 74 | 27081 | 1,0844
15 | 1,5981 | 1,5442 | 45 | 1,8541 | 1,3506 | 75 | 2,7681 | 1,0764
16 |1,6020 | 1,5405 | 46 | 1,8691 | 1,3418 | 76 | 2.8327 | 1.0686
17 | 1,6061 | 1,5367 | 47 |1,8848 | 1.3320 | 77 | 29026 | 1.0611
18 | 1,6105 ]| 1,5326 | 48 [ 1,9011 | 1,3238 | 78 | 2.9786 | 1.0538
19 | 1,6151 ) 1,5283 | 49 | 19180 | 13147 | 79 | 3.0617 | 1.0468
20 {16200 1,5238 | S0 1,935 | 1,3055 | 80 | 3,1534 | 1,0401
21 | 1.6252 | 1.5191 s [1,9539 | 1,2963 | 81 | 3.2553 | 10338
22" | 16307 | 1.5141 52 | 1,9729 | 1,2870 | 82 | 3,3699 | 1.0278
23 | 1,6365 s3 11,9927 12776 | 83 |3, 1,0223
24 | 1,6426 | 1,5037 | 54 | 20133 | 1.2681 84 | 36519 | 1,0172
25 | 1,6490 | 1,4981 55 20347 | 1,2587 | 85 | 3,8317 | 1,0127
26 | 1,6557 | 1,4924 | 56 |2.0571 | 1.2492 | 86 | 40528 | 1.0086
27 11,6627 | 1,4864 | 57 | 2.0804 | 1.2397 | 87 | 4,3387 | 1.0053
28 | 1,6701 | 1,4803 | 58 | 2.1047 | 1.2301 88 | 47427 | 1,0026
29 [ 1,6777 | 14740 | 59 | 2)1300 | 1,2206 | 89 | 5.4349 | 1.0008
30 11,6858 | 1,4675 | 60 |2,1565 | 1,2111 | 90 | 1,0000

sen @
dy de
Fky9) = | ——o—= —_——,
JT\/l—k’sen'v f Vi—aVi-kp
[1] []
sen @
— — k22
E(k, ¢) = f ViKisenip dy = f lx—k:: d,

[

x = F(k %)f vl_—‘:?,:mj \/1-?‘:'/1—'_#:"

ns

1

EnE(k, ;)f vmaw.f

T"here
1-n




INTEGRAL DE PROBABILIDAD

23. Integral de probabilidad

87

Ed "n
O(x) = —2: e % dr*
V2

x ®(x) x O(x) x | o) x (%)
0,00 | 00000 | 030 | 02358 | 060 | 04515 | 090 | 06319
01 | 0,0080 31 | 0,2434 61 | 0,4581 91 | 06372
02 | 00160 32 | 02510 62 | 04647 92 | 06424
03 | 00239 33 | 02586 63 | 04713 93 | 06476
04 | 00319 34 | 02661 64 | 04778 9 | 06528
0,05 | 00399 | 035 | 02737 | 065 | 04843 | 095 | 06579
0,0478 36 | 02812 66 | 0,4907 9% | 0,629

07 | 00558 37 | 02886 67 | 04971 97 | 0,680
08 | 00638 38 | 02961 68 | 0,5035 98 | 06729
0 | 0077 39 | 03035 6 | 0,5098 99 | 06778
0,10 | 00797 | 040 | 03108 | 070 | 05161 | 1,00 | o0,6827
11 | 0,0876 41 | 03182 71 | 05223 01 | 0,6875
12 | 00955 42 | 03255 72 | 05285 02 | 06923
13 | 0,1034 43 | 03328 73 | o0,5346 03 | 0,6970
14 | 01113 44 | 03401 74 | o0,5407 04 | 07017
015 | 01192 | 045 | 03473 | 0,75 | o,5467 | 1,05 | 07063
01271 0.3545 76 | 0,5527 06 | 0,7109

17 | 0135 47 | 03616 77 | 05587 07 | 07154
18 | 01428 48 | 03688 78 | o 08 | 07199
15 | 01507 49 | 03759 79 | 0,5705 09 | 07243
020 | o1s85 | 050 | 03829 | o080 | 05763 | 1,10 | 07287
21 | 0,1663 s 0,3899 81 | 05821 11 | 07330
22 | 01741 52 | 03969 82 | 05878 12 | 071373
23 | 01819 53 | 04039 83 | 05935 13 | 07415
24 | 01897 54 | 04108 84 | 05991 14 | 07457
025 | 01974 | 055 | 04177 | 085 | 06047 | 115 | 0,749
2% | 02051 s6 | 04245 8 | 06102 16 | 07540
27 | 02128 57 | 04313 87 | 06157 17 | 07580
28 | 02205 58 | 04381 88 | 06211 18 | 07620
29 | 02282 59 | 04448 89 | 06265 19 | 07660
030 | 02358 | 0,60 | 04515 | 090 | 06319 | 1,20 | 07699

|

* Véanse en la pag. 651 la grifica 'de la funcién y sus aplicaciones mas simples.
A veces se llama integral de probabilidad a la funcién

z

erf x = féf;Je_" di = o(x \/5)
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X O(x) X O(x) x O(x) X O(x)
1,20 0,7699 1,50 0,8664 1,80 0,9281 2,50 0,9876
21 0,7737 51 0,8690 81 0,9297 55 0,9892
22 0,7775 52 0,8715 82 0,9312 60 0,9907
23 0,7813 53 0,8740 83 0,9328 65 0,9920
24 0,7850 54 0,8764 84 0,9342 70 0,9931
1,25 0,7887 1,55 0,8789 1,85 0,9357 2,75 0,9940
26 0,7923 56 0,8812 86 0,9371 80 0,9949
27 0,7959 57 0,8836 87 0,9385 85 0,9956
28 0,7995 58 0,8859 88 0,9399 90 0,9963
29 0,8029 59 0,8882 89 0,9412 95 0,9968
1,30 0,8064 1,60 0,8904 1,90 0,9426 3,00 0,99730
31 0,8098 61 0,8926 91 0,9439 10 0,99806
32 0,8132 62 0,8948 92 0,9451 20 0,99863
33 0,8165 63 0,8969 93 0,9464 30 0,99902
34 0,8198 64 0,8990 94 0,9476 40 0,99933
1,35 0,8230 1,65 0,901 1 1,95 0,9488 3,50 0,99953
36 0,8262 66 0,9031 96 0,9500 60 0,99968
37 0,8293 67 0,9051 97 0,9512 70 0,99978
38 0,8324 68 0,9070 98 0,9523 80 0,99986
39 0,8355 69 0,9090 99 0,9534 90 0,99990
1,40 0,8385 1,70 0,9109 2,00 0,9545 4,00 0,99994
41 0,8415 71 0,9127 05 0,9596
42 0,8444 72 0,9146 10 0,9643
43 0,8473 73 0,9164 15 0,9684 4,417 | 1—-10-8
44 0,8501 74 0,9181 20 0,9722 4,892 | 1-10-8
1,45 0,8529 1,75 0,9199 2,25 0,9756 §,327 | 1—10"7
46 0,8557 76 0,9216 3 0,9786
47 0,8584 77 0,9233 35 0,9812
48 0,8611 78 0,9249 40 0,9836
49 0,8638 79 0,9265 45 0,9857
1,50 0,8664 1,80 0,9281 2,50 0,9876




II. GRAFICAS

A. FUNCIONES ELEMENTALES

1. Polinomios

FUNCION LINEAL: y = ax+b (fig. 2, a)

La gréfica es una linea recta. Para a > 0 la funcién es monétona
creciente, para @ < 0 es moné-
tona decreciente y para @ = Oes
constante. Las intersecciones
con los ejes son: 4 (—b/a, 0), B
(0, b). Mas detalladamente véase
la pag. 232. Para b=0 es la
proporcionalidad directa: y = ax;

0
la gréfica es una linea recta que @ a<0 8a>0
pasa por el origen de coordena- Fig. 2
das (fig. 2, b).

TRINOMIO CUADRATICO: y = ax?+bx +¢ (fig. 3).

La grafica es una pardbola con el eje vertical (eje de simetria) x =
= —b/2a. Para a > 0 la funcién al principio decrece, luego alcanza el
minimo y después crece; para a < 0 crece, alcanza el méximo y decrece.

. . —b bt
Las intersecciones: con el eje Ox es A4, (—%ﬁf‘—’- , 0),conel
b 4ac—b?

eje Oy es B(0, ¢). El extremo es C(—

véase en las pags. 242-244.

POLINOMIO DE TERCER GRADO: y = ax3+bx%+cx+d (fig, 4).

La gréfica es una pardbola ciibica. El comportamiento de la funcién
depende de los signos de a y A = 3ac—b%SiA = 0 (fig. 4, a y b), para
a > 0 la funcién es monétona creciente y para a < 0 es mondtona de-
creciente. Si A < 0, la funcién tiene un maximo y un minimo (fig. 4, ¢):
para a > 0 primeramente la funcidn crece desde — oo hasta el maximo,
después decrece hasta el minimo y nuevamente crece hasta + oo; para
a < 0 la funcién decrece desde + < hasta el minimo, crece hasta el

73’ T)' Sobre la pardbola
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Y

a) A>0a<0 8 A=0a>0 c) A<Qa>0
Fig. 4

maximo y nuevamente decrece hasta — oo, Las intersecciones con el eje
Ox se determinan por las raices reales de la ecuacién y = 0*; pueden
haber una, dos (en este caso en uno de los puntos es tangente al eje) o
tres: A,, Ay, y Az La interseccién con el eje y es: B(0, d). Los extremos
son: C, D(— b:t;/—A d+ 2b3—9abc F (6ac—2b%) V/ —A )

a 27a2

El punto de inflexién, que es el centro de simetria de la curva es:
8 .
E(—S%, ll’—ﬁ;"£+d); la pendiente de la tangente en este punto es:

gy = (%:), = 3A-.a'

* Véanse en las pigs. 155-156 la resolucién de la i6n cibi
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POLINOMIO DE n-ESIMO GRADO y = @gx®+ax*~1+ ... +a,_ix+a,
(fig. 5).

La gréfica es una curva de orden n* del tipo parabélico.

a) Si n es impar, y varia uniformemente para a, > 0 desde — oo hasta

+ ooy para @y < 0 desde 4 oo hasta — oo; la curva puede cortar al eje
x (o ser tangente a €él) desde 1 hasta n veces**. Esta funci6n o no tiene
extremos en absoluto o tiene un nimero par
(desde 2 hasta n—1), los méximos y minimos
se alternan; tiene un nimero impar de puntos
de inflexion (desde 1 hasta n—2).

b) Si n es par, y varia uniformemente para
a, > 0 desde + oo hasta + o yparaag, <0
desde — o hasta — oo, sin cortar en absoluto
el eje x o cortdndolo (o siendo tangente a él)
desde 1 hasta n veces. La funcién tiene un ni-
mero impar de extremos (desde 1 hasta n— 1),
los méximos y minimos se alternan; tiene un Fig. 5
mimero par de puntos de inflexién (desde 0
hasta n—2).

Estas curvas no tienen asintotas ni puntos singulares.

Para trazar la gréfica se recomienda hallar primero los extremos ylos
puntos de inflexién (como también los valores de las derivadas en estos
ultimos puntos), marcar estos puntos y las tangentes a la curva en ellos
¥y trazar después una curva suavemente continua.

Cuando es necesario el empleo frecuente de las gréficas de los poli-
nomios de cuarto grado y = ax*-+bx*+ cx?+dx+e para un determinado
a, es conveniente trazar la grafica de la funcién y = gx* (véase mis
abajo) y después, trasladando el origen de coordenadas al punto
(—4-"4, 0), reducir la ecuacién a la forma Y = aX*+a’X*+bX4¢' y
sumar geométricamente las ordenadas de la curva ¥ = gX* y de la paré-
bola Y = a’X*+b'X+¢'.

FUNCION POTENCIAL: y = ax® (1 es un entero > 1) (fig. 6).

La gréfica es una pardbola de n-ésimo orden. 1) para a = 1, 1a curva
y = x" pasa por los puntos 0(0,0) y A(1, 1) siendo tangente al ejexenel
origen de coordenadas. Si n es par (fig. 6, a), entonces la curva es simé-
trica con respecto al eje y y tiene un minimo en el origen de coordenadas;
si n es impar (fig. 6, b), entonces la curva es simétrica con respecto al
origen de coordenadas y en éste tiene un punto de inflexién. Carece de

* Véasc en la pég. 231 lo referente al orden de una curva.
** Véanse en las pags. 158-161 y 163-165 la resolucién de la ién algebraica deo
n-ésimo grado,
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Fig. 6

asintotas. 2) Caso general. La curva y = ax™ se obtiene por dilatacion
de la curva y = x* en direccion del eje yen |a| veces, y si a < 0 entonces
la curva es la reflexién de la curva y = |a| x" con respecto al eje x.

2. Funciones racionales fraccionarias

PROPORCIONALIDAD INVERSA® y = % (fig. 7).

La grafica es una hipérbola equildtera cuyas asintotas son los ejes de
coordenadas. Tiene una discontinuidad en x = 0(y = 4 =).Si a > 0la
funcién decrece desde 0 hasta — oo y desde + oo hasta 0 (la curva esta
situada en el primero y en el tercer cuadrantes); si a < 0, la funcién
crece desde 0 hasta + oo y desde — oo hasta 0 (la curva est4 situada en el
segundo y en el cuarto cuadrantes). Los vértices de la hipérbola son:
A, B( ;t\/ lal, +\/ la}); para a > 0los signos se toman 1guales y para
a < 0, desiguales. Carece de extremos. Sobre la hipérbola véase en las
pags. 239-242.

FUNCION LINEAL FRACCIONARIA (FUNCION HOMOGRAFICA): y =
(fig. 8).

La grafica es una hipérbola equildtera cuyas asintotas son paralelas a

los ejes de coordenadas; el centro es C(—%’—, %L) El pardmetro que
2 2
corresponde a @ en la ecuacion de la proporcionalidad inversa es:

a;x+b,
ax+by
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Fig.7 Fig. 8

D a, b | . .
a=-o donde D = al bl ‘, los vértices de la hipérbola son:
2 2

A, B(—b—’i—::ﬂ s 9‘1—:./ﬂ); para D < 0 los signos se toman iguales
y para D > 0 desiguales. Para x = —:—: la funci6n tiene una discontinui-
dad. Si D < 0, la funcién decrece desde :—: hasta — oo y desde + oo

hasta :—: ; si D > 0, la funcién crece desde :—: hasta + < y desde — oo

hasta % . Carece de extremos.
2

LA FUNCION y = a+ 245 = (£L24) (Fig. 9). [6 = 0, ¢ 0,
Para b = 0 véase la pag. 96 (funcién potencial), para ¢ = 0 véase mis
arriba (funci6n lineal fraccionaria)].

La gréfica es una curva de tercer orden con dos asintotas: x = 0 e
¥ = ay esta formada de dos ramas: una que corresponde a la variacién
monoétona de y desde a hasta + oo (6 — o) y la otra que pasa por tres

puntos caracteristicos: la interseccion con la asintota 4 ( - % s a), el extre-

mo B(—%, a—'%:—) y el punto de inflexién C(——Sbf, a—%). Los cua-
tro casos posibles de la posicién de estas ramas de penden de los sig-
nos de b y ¢ (fig. 9). Los puntos de interseccién con el eje x son:
D, E (:bi“z/a—ﬂ , 0); puede haber dos, uno (tangente) o ninguno

segun sea ¢l singo de 4*—4aqc,
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¢) c<0b<0 a) c<06>0
Fig. 9
1 .
LA FUNCION y= m (flg. 10). ) .
La gréfica es la curva de tercer orden que es simétrica con respecto a la
recta vertical x = —Eb; y que tiene por asintota el eje x. El comporta-

miento de la curva depende de los signos de a y A = 4ac—b%. Hemos
estudiado sélo el caso de a > 0; para @ < 0 es necesario estudiar la

Y Y
| | j
1 | L
! ll [l
| \ 1
' | )
I 1 1
i I |
1 1 ]
z 0! 1 o] i 1
1 !
1
8 a=0 | 1 ¢) A<O
| {
I
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1 o, .
curva y = ot y representarla simétricamente con respecto

al eje x.
a) Si A > 0, la funcién es continua y positiva para todo x. Crece

desde 0 hasta el maximo y decrece hasta 0. El maximo es A( - -b;, %‘),
Va

2a v/ 5’

las tangentes en estos puntos son tg ¢ = j:a’( ) * (fig. 10, a).

los puntos de inflexién son B, C( - F -1t 2') y las pendientes de

Y

x
8, A=06>0 8) A=0b<0

v
It
U

1 i

Y| 4 o))

:

|

!

(I

i
[}
I
'
H
t
I
1
1
i’
i

¢) A<d, c) A<, ¢) <0,
ay 3 tienen signos o y B son negativos ay B s positives
distintos .
Fig. 11

b) Si A = 0, la funcién es positiva para todo x. Crece desde 0 hasta
+ oo, para x = ~ 5% tiene una discontinuidad infinita y decrece desde

+ oo hasta 0 (fig. 10, b).
©) Si A < 0, Ia funci6n crece desde 0 hasta + oo, tiene una disconti-
nuidad mﬁmta, pasa desde — o0 a — oo a través del punto maximo A,

tiene una segunda discontinuidad infinita y decrece desde + oo hasta 0

El maximo es: A( —%, %), los puntos de discontinuidad son:

””i‘/ 4 (6ig. 10, o).
LA nmcxéN y= m (fig. 11).
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La grafica es una curva de tercer orden que pasa por el origen de
coordenadas y que tiene por asintota el eje x. El comportamiento de la
funcién depende de los signos de a y A = 4ac—b* y también de los
signos de las raices @ y # de la ecuacion ax*+bx+c =0(si A <0) y
del signo de b, si A = 0. Solamente hemos estudiado el caso a > 0;

para a < O se debe estudiar la curva y = ——~_—— yrepresentarla
simétricamente con respecto al eje x.

a) Si A > 0, la funcidn es continua, decrece desde 0 hasta €l minimo,
crece hasta el méximo y nuevamente Eifcrece hasta 0. El minimo y el
méximo son: A,'B(.T,\/% s :IEZA\(E), la curva tiene tres puntos de
inflexién (fig. 11, a).

b) Si A = 0 el comportamie.ito de la funcion depende del signo de b

1) b > 0; la funcién decrece desde 0 hasta — oo, tiene una dis-
continuidad, crece desde — oo hasta _e:l maximo y decrece hasta cero

. 1
fig. 11, b,) el méximo es: A(+*\/—c~, ———
(fig l) i a 24/ ac+b)
2) b < 0; la funcién decrece desde 0 hasta el minimo, pasa por 0 y
crece hasta + oo, tiene una discontinuidad infinita y decrece desde + o

hasta 0 (fig. 11, b,); el minimo es: A( - \/—c— , -t ——). En ambos

a 2 \/ ac—b
casos, la grafica tiene una discontinuidad para x = — ZZ y un punto de
inflexion.

¢) A < 0. Tiene dos puntos de discontinuidad: x = a y x = §; el
comportamiento de la funcién depende de los signos dea y §:

1) a y B tienen signos distintos; la funcion decrece desde 0 hasta — <o,
desde + oo hasta — oo y desde + oo hasta 0; no tiene extremos (fig. 11,
c);

2) a y 8 son negativos, la funci6n decrece desde 0 hasta — oo, después
varia desde + oo hasta + oo, pasando por el punto minimo y, finalmente,
crece desde — oo hasta el maximo y decrece hasta cero; los puntos A y B,
méximo y minimo, se hallan por las mismas férmulas que en el caso
a) (fig. 11, c,);

3) a y B son positivos; la funcién decrece desde 0 hasta el minimo y
crece hasta + oo, después varia desde — o hasta — oo pasando por el
punto méiximo y, finalmente, decrece desde + <o hasta 0; los puntos 4
y B, m&ximo y minimo, se hallan por las mismas férmulas que en el caso
a) (fig. 11, cg).

En Ios tres casos la grifica tiene un punto de inflexion.

FUNCION POTENCIAL: y = ;‘;_— = ax—* (n es entero positivo) (fig. 12).
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La grafica es una curva de tipo hiperbdlico Y
cuyas asintotas son los ejes de coordenadas.
Para x = 0 es discontinua.

Si a > 0, para n par la funci6n crece desde
0 hasta + oo y decrece desde + oo hasta 0,
siendo sien‘nre positiva y para n impar decrece
desde 0 hast.. — oo y desde + oo hasta 0.

Si a<0, L1ta n par ia funcién decrece
desde O hasta - oo y crece desde — oo hasta
0, siendo siempre negativa y para » impar
crece desde 0 hasta + oo y desde — oo hasta 0.

No tiene extremos. Cuanto mayor sea 7,

tanto mds rdpidamente se aproxima asint6ti- ‘\\
camente la curva al eje x y tanto méis lenta- \
mente se aproxima asintOticamente al eje y.
Para n par la curva es simétrica con respecto
al eje y y para n impar, con respecto al origen
de coordenadas. En la fig. 12 se muestran dos
ejemplos:n = 2yn = 3.

Fig. 12

3. Funciones irracionales

RAfZ CUADRADA DE UN BINOMIO LINEAL:
y=1vax+b (fig.13)

La gréfica es una pardbola, cuyo eje es el eje x, el vértice es A(-b/a,
0), ¢l parametro es p = a/2. El campo de existencia de la funcién y su
comportamiento dependen del signo de a (véase la fig. 13). La funcién es
biforme y no tiene extremos. Sobre la pardbola, véase mis detallada-
mente en las pdgs. 242-244,

Y RAfz CUADRADA DE UN TRINOMIO

- CUADRATICO: y =+ ax?+bx+c¢ (fig.

Teee 14). Para a < 0, la gréfica es una elipse

S, y para a > 0, una hipérbola; uno de los

(/] Af A x  ejeseselejexyelotrolarecta x=-b[2a,

- los vértices son: 4, C( - ii%ﬂ , 0)
s b 3

m---a<d yB,D(—E, :t’\/ﬁ), donde A =

Fig. 13 =4ac —b* El campo de existencia de
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Fig. 14

a funciébn y su comportamiento dependen de los signos de a y A
(véase la fig. 14). La funcién es biforme y tiene extremo, si A y a son
de un mismo signo (los puntos By D). Parag < 0 y A > 0 la funcién
s6lo toma valores imaginarios y por esto no existe la curva. Sobre la
elipse y la hipérbola, véase mas detalladamente en las pags. 237-242.

FUNCION POTENCIAL: y = ax* = axi™» (m y n son nameros
enteros positivos, primos entre si). Hemos estudiado el caso a = 1 (para
a = 1,lacurva en comparacién con y = x* estd alargada |a| veces en la
direccion del eje y y si a es negativo es simétrica a ]a misma con respecto
al eje x).

1) kK > 0, y = xm/», La gréfica (fig. 15) pasa por los puntos (0, 0) y
(1, 1). Para k > 1 es tangente (en el origen) al eje x (fig. 15, d), para
k < 1 es tangente (en el origen) al eje y (fig. 15, a, b, c). Para n par la
curva es simétrica con respecto al eje x (la funcion es biforme, fig. 15,
a, d), para m par es simétrica con respecto al eje y (fig. 15, ¢), paramy n
impares es simétrica con respecto al origen (fig. 15, b). En relacién con
esto la curva puede tener en el origen de coordenadas: un vértice, un

y y
yaz? y=z"
7 7
7 7
Z\ - 0 x
<) 6 c) )

Fig. 15
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punto de inflexiéon o un punto de retroceso (véase la fig. 15); no tiene
asintotas.

2k < 0,y = x~"'» La grafica es una curva de tipo hiperbdlico cuyas
asintotas son los ejes de coordenadas (fig. 16). Para x = 0 es discontinua.
Cuanto mayor sea (k| tanto mas rapidamente se aproxima la curva
asintOticamente al eje x y tanto mas despacio se aproxima asintética-
mente al eje y. La simetria con respecto a los ejes o al origen de coordena-
das depende de que i1 y n sean pares o impares, igualmente que en el
caso k > 0 (véase mds arriba); asi se determina el comportamiento de la
funcion (véase la fig. 16); no tiene extremos.

y
¥ y
y=a* y=a7" bog=a¥
1 it _/7 \
7 7 o !
D z 7 oi z
a) ] 5]
Fig. 16

4. Funciones exponenciales y logaritmicas

FUNCION EXPONENCIAL: y = a* = e®*(a > 0, b = Ina) (fig. 17).

La gréfica es una curva exponencial (para a = e es la curva exponen-
cial natural y = €*). La funcidn s6lo toma valores positivos, Para a > 1
(es decir, b > 0) es mon6tona creciente desde 0 hasta oo; paraa < 1 (es
decir, b < 0)es mono6tona decreciente desde <o hasta 0, tanto mas rapida-
mente cuanto mayorsea |b|. La curva pasa por el punto A4(0, 1) y se
aproxima asint6ticamente al eje x (para b > 0 a la izqiuerda, para b < 0
a la derecha) tanto mdas rdpidamente cuanto mayor sea |b|. La funcién

y=a?**= (%)’ crece paraa < 1 y decrece paraa > 1.

FUNCION LOGARITMICA: y = log, x(a > 0) (fig. 18). La gréfica es
una curva logaritmica (la reflexion de la curva exponencial con respecto a
la bisectriz y = x); para a = e es la curva logaritmica natural y = In x.
La funcién existe s6lo para x > 0. Para a > 1 es monétona creciente
desde — oo hasta + oo, para a < 1 es mon6tona decreciente desde + oo
hasta — oo tanto mdis lentamente cuanto mayor sea {In a|. La curva pasa
por ¢l punto 4 (1, 0) y asintoticamente se aproxima al eje y (para a > 1

7*



100 II. GRAFICAS

y=log,x
y=log,x=lnx

———————— y=logozelgz

Fig. 18

hacia abajo, para a < 1 hacia arriba) tanto mas rdpidamente cuanto
mayor sea |In al. .
FUNCION y = e~ @ (fig. 19).
La funcion crece desde 0 hasta 1 y decrece desde 1 hasta 0; la curva
es simétrica con respecto al eje y y se aproxima asint6ticamente al eje x
tanto mas riapidamente cuanto mayor sea a. Tiene un maximo en el
punto 4 (0, 1), los puntos de inflexién son: B, C(i-L:, 1—.), las
a l/ 2 \/ e
pendientes de las tangentes en ellos son: tg ¢ = Fa '\/ % . Una aplica-
cion fundamental es la curva de la ley normal de la distribucidn de errores
(la curva de Gauss): y = p(x) = *1—_2—; e—*120*'(véanse en la pig. 651
[+]

su grafica y sus aplicaciones a la teoria de probabilidades).

FUNCION: y = aeb*+ ce®® (fig. 20).

Es conveniente construir la curva, sumando graficamente las orde-
nadas de las curvas y; = ae’* y y, = ce®® (véase pag. 99), representadas
por lineas suaves (entera y de trazos). La funcidn es continua. Si ninguno
de los numeros a, b, ¢ y d es igual a cero, la curva es de uno de los cuatro
tipos siguientes (las gréficas representadas en la fig. 20, en relacién con
los signos de los parametros pueden transformarse simétricamente con
respecto a los ejes de coordenadas):

a) a y ¢ son de un mismo signo, b y d son de un mismo signo; la fun-
cién varia mono6tonamente, sin cambiar el signo desde Q hasta + oo
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(6 — =) o desde + oo (— o) hasta 0; no tiene puntos de inflexién y la
asintota es el eje x (fig. 20, a).

b) a v ¢ son de un mismo signo, b y d son de distintos signos; la fun-
cién varia desde + oo hasta + oo, 0 desde — oo hasta — oo, sin variar el
signo, pasando por el extremo; no tiene puntos de inflexion (fig. 20, b).

¢) a y ¢ son de signos distintos, b y d son de un mismo signo; la fun-
cién varia desde O hasta + oo(— oo) o desde + oo (— oo)hasta 0, variando
el signo una vez y pasando por un extremo Cy por un punto de inflexion
D; la asintota es el eje x (fig. 20, ).

1y

=az 5 z =220 T
a}gycma&mmmwslym b/baynsowdcmmm'
[

1))

~d sonde dislintes stgnos
=5 ¢A
-w T /
4

¢} a y ¢ sonae distintos st C son ak distintos signes
/ b gdmnnamivm:% Qggd . "ty

Fig. 20
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d) a y c son de signos distintos, & y d son de signos distintos; la fun-
cién varia mondtonamente desde — <o hasta + oo, 0 desde + oo hasta
-- oo, no teniendo ninglin extremo, pero pasando por un punto de infle-
xion D (fig. 20, d).

La interseccion con el eje y es: 4 (0, a+c), la interseccion con el eje x

. 1 a _ 1 ab
es: B[x =75 In (~7)], el e'xtremo ebs C[x =77 In (—b&')]’ el
. <y . _ a '-’
punto de inflexion es: D[x =5 4In ( —-(—d,)].
FUNCION y = aebz+e=* (fig. 21).
La curva es simétrica con respecto a la recta vertical x = -%, no

corta al eje x y corta al eje y en el punto D(0, a). El comporiamiento de la

y

e) c>0

Fig. 21

funcién depende de los signos de a y ¢. S6lo hemos estudiado el caso
a > 0; para a < 0 se debe transformar la curva simétricamente con res-
pecto al eje x.

a) Si ¢ > 0, la funcién decrece desde + oo hasta el minimo y crece
hasta + oo, siendo siempre positiva. El minimo es: A(—z—bc, ae“"/“),
no tiene asintotas ni puntos de inflexién (fig. 21, a).

b) Si ¢ < 0, la funcion crece desde 0 hasta el m4ximo y decrece hasta

cero. La asintota es el eje x. El maximo es: A( - Tbc , ae-"/"), lospuntos de

inflexion son: B, C,(2E Y% g, ~®129) (g. 21, b).

4c
FUNCION y = ax’e* (Fig. 22).
1Temos estudiado el caso a > 0 (para a < 0 la curva se debe transfor-
mar simétricamente con respecto al eje x) y s6lo se han estudiado los
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valores positivos de x. Para b > 0 la curva pasa por el origen de coorde-
nadas; la tangente en el origen de coordenadas para b > 1 es el eje x:
para b = 1 es la bisectriz del cuadrante de coordenadas y = x; para
b < leselejey. Parab < 0, el eje y es la asintota. Para ¢ > 0 la funcién
crece indefinidamente con el crecimiento de x, para ¢ < 0 se aproxima
asint6ticamente a cero. Si b y ¢ tienen distintos signos, la funcién tiene cl

extremo A(x = —i:—). La curva puede tener 0, 1 6 2 puntos de inflexi6n:

C. D(x = Y2 (fig. 22, c.e. ; 2).

c

Yy K (7 Yy
d C, a
x r x x
14
a) c>0b>1 0 b) c>0b=] oc} c>00<b<! 4 d)c>0b<0
(4 Y Y Yy
4 , A
P N, C. /// C
/\ AL \
7 7 S T o x
g c<0b>1 P c<Ob=/ 9 c<00<b<] h)c<0b<0
Fig. 22

FUNCION y = Ae~%* sen (wx+ @) (fig. 23).

La grafica es la curva del movimiento vibratorio amortiguado. La curva
oscila alrededor del eje Ox, aproximandose asintOticamente a él; ademds,
las dos curvas exponenciales y = 1 Ae~"* “la envuelven”, tocandola en

los puntos A4y, A, .. .,(@%—_ﬂ, (—1)* Ae““) . Las intersecciones

con los ejes son: B(0, 4 sengy), C;, C,, ..., (—k—’fiﬁ, 0); los extremos

kn— L —
son: Dy, Dy, ... para x = - —‘%":; para x = ’f’%ﬂf, los puntos
de inflexién son: Ey, E,, ... donde tg « = —'aﬂ

, )
El valor 6 = In | -2-| = @ Z (en que y; ey, son las ordenadas de
dos extremos vecinos) se llama decremento logaritmico de amortiguacion.
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Fig. 23

5. Funciones trigonométricas*

SENO: y = A sen (wx+¢,) (fig. 24).

La grafica es la sinusoide. Para A = w = 1y @, = 0 la sinusoide ordi-
naria y = sen x (fig. 24, a) es una curva continua de perfodo T = 2x.
Las intersecciones con el eje x son: B,, B, ... (kz, 0), estos mismos son
puntos de inflexién con éngulo de inclinacion con el eje x igual a
+n/4. Los extremos son: Cy, Cy, ... [(k+1/2)n, (—1)*]. La sinusoide
general (fig. 24, b), en comparacioén con la ordinaria, est4 alargada a lo
largo del eje y | 4| veces (| A| es la amplitud), estd comprimida a lo largo
del eje x @ veces (w es la frecuencia) y desplazada hacia la izquierda en

el segmento %" (p, es la fase inicial). El periodo es T = %—"; las intersec-
ciones con el eje x son: By, By, ... (kf';'—"’, 0), los extremos son: Cy,
Cy ... ("‘—“—’9":—"1, (~1)*4) (véase también pég. 212).

w

* Véanse en las pags. 210-212 las férmulas trigonométricas. Véanse «n la pig. 53
las tablas.
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CosenNo: y = A cos (wx+@,); esta ecuacibén se puede escribir de
otra forma: y = A sen (a)x+¢o+ —’2'-) La gréfica es la sinusoide.

La cosinusoide y = cos x = sen (x+-;) (fig. 25). Las intersecciones

Fig. 24

y

A 5/,10\\ - .
87\ I \& nj'- ;a, ; -
-2 \%1/ _’* \%z/ F \ggf/

- 3

Fig. 25

conel eje xson: By, B, ... [(k+1/2)-7, 0], las cuales son también pun-
tos de inflexién con un 4ngulo de inclinaci6n con el eje x igual a #/4. Los
extremos son: Cy, C,, ... [kxn, (—1)*].

TANGENTE: y = tg x (fig. 26).
La grafica es la tangentoide, una curva periédica de periodo T = n y

con asfntotas iguales a x = (k+%)n. Cuando x varia desd: ——’21 hasta

+ 12", y crece monétonamente desde — oo hasta + oo, después los valores

de y se repiten. Las intersecciones con el eje x son: 0, A,, A_y, A,
A_,, ... (km, 0), los cuales son también puntos de inflexién con un 4n-
gulo de inclinacién con el eje x igual a 7/4.

COTANGENTE: y = ctg x (fig. 27), en otra forma y = —tg (§+x).
La grafica es la tangentoide reflejada con respecto al eje x y trasla-
dada a la izquierda en el segmento % Las asintotas son: x = kn.

Cuando x varia desde 0 hasta 7, la funcién decrece monétonamente
desde + oo hasta — oo, después los valores de y se repiten. Las intersec-
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ciones con el eje x son: Ay, A_;, Ay, A_,, ... [(k+—;-)n, 0], las cuales
son también puntos de inflexién con un angulo de inclinacion con el eje

T
—

4

xiguala —

Ly
=Ty za

{
P
=)

Fig. 28 Fig. 29

SECANTE: y = sec x = éél—} (fig. 28).

La gréfica es una curva periédica de periodo T = 2n y con asintotas
igualesa: x = (k+—;—)n; |y| = 1. Los maximos son: Ay, A4y, ... [(2k+
+ 1)z, —1], y los minimos: By, B,, ... (2k=, +1).

COSECANTE: (fig. 29) y = cosec x = pregelt de otra forma y =

- e (+-3)
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La gréfica es la misma curva que la sec x trasladada a la derecha en
un intervalo x = ; Las asintotas son: x = kz. Los méximos son:

Ay Ay, . .(4—";-3 n, — l), y los minimos B, B,, ... (i&}—l 7, l).

6. Funciones trigonométricas inversas*

Las gréficas de estas funciones se obtienen de las graficas de las fun-
ciones trigonométricas mediante una reflexién con respecto a la bisectriz
del primero y tercer cuadrante y = x,

Y
Yy
1 N
b)) R
l A N
: A i \\'
' '
:/’ ! | J‘
'y | ' ’
,‘ ' ' 4 :
' \\ : :'l, !
| | !
' N At--tm
' P Ny “ :
: ’2‘ -48 ' |
' 4 ! H
i ! D
=+ x —rf Egz)_
_’I o :, ‘]h IIE r
A : 1’:
N 2: [ |
1/
AN ) , i
N -
Yy N
[ ,‘ i :
I " [ AN
Fig. 30 Fig. 31

ARCO SENO: y = Arc sen x (fig. 30).
La funci6n s6lo existe para | x| = 1, es multiforme. El valor principal

y = arcsen x (sefialado con linea entera) desde A(~1, -—%) hasta
B(—ﬁ- 1, +%) crece mondtonamente; en ¢l origen de coordenadas tienc

un punto de inflexién (con un angulo de inclinacidn igual a »’:—) , el cual
es también el centro de simetria de la curva.

* Véanse en las pags. 216-219 las definiciones y las férmulas.
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ARCO COSENO y = Arc cos x (fig. 31).
Es la misma curva que para el Arc sen x bajada en un segmento —’2'— La

funcién existe s6lo para | x! = 1, es multiforme. El valor principal y =
= arc cos x (sefialado con linea entera) desde A(—1, +n) hasta B(+1,

0) decrece mondtonamente; el punto (0, %) es el centro de simetria y un

punto de inflexién de la curva (con un 4ngulo de inclinacién con el eje x
igual a 3—")
4
ARCO TANGENTE: y = Arc tg x (fig. 32)

ssssoo T

La funcién es multiforme. El valor principal y = arctg x crece
mon6tonamente desde —-’2'— hasta +;; el origen de coordenadas es un
punto de inflexion (con un 4ngulo de inclinacién igual a —}), que es el
centro de simetria de la curva. Los valores restantes de y se obtienen
agregando al valor principal la magnitud +kA=. Las asintotas son:
y=+Qk+1D7.

ARCO COTANGENTE: y = Arc ctg x (fig. 33).

La funcién es multiforme. El valor principal y = arc ctg x, decrece
mon6tonamente desde 7 hasta 0; A(O, —’21) es un punto de inflexién (centro
de simetria) con dngulo de inclinacién igual a 37". Los valores restantes de

y se obtienen agregando al valor principal la magnitud +k=z. Las asin-
totas son: y = tkm.
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7. Funciones hiperbélicas*

SENO HIPERBOLICO: y = sh x (fig. 34).
La funci6n es impar, mondtona creciente desde — oo hasta + oo. El
. - . . n
origen ge coordenadas es un punto de inflexion (qp = 7) y ¢l centro de
simetria de la curva. No tiene asintotas.
COsSENO HIPERBOLICO: ¥ = ch x (fig. 35).

2T e 72
Fig. 34 Fig. 35

La gréfica es /a catenaria (véase pag. 125). La funcién es par; para
x < 0 decrece desde + <o hasta 1, para x > 0 crece desde 1 hasta + oo,
Tiene un minimo en el punto A(0, 1): no tiene asintotas. La curva esta
situada simétricamente con respecto al eje y, més arriba de la pardbola

y=1 +%’ (representada con linea de trazos).

TANGENTE HIPERBOLICA: y = th x (fig. 36).
La funcién es impar, mondtona creciente desde —1 hasta +1. El

origen de coordenadas es un punto de inflexién ( = %) yeselcentrode
simetrfa de la curva. Tiene dos asintotas: y = +1.
COTANGENTE HIPERBOLICA: y = cth x (fig. 37).

* Véanse en las pags. 223-224 las explicaciones tedricas. Véanse en las pags. 57-60
las tablas,
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Fig. 36 Fig. 37

La funci6n es impar, para x = 0 tiene una discontinuidad. Para
x < 0 decrece desde —1 hasta — oo, para x > 0 decrece desde + o=
hasta + 1. No tiene extremos ni puntos de inflexion. Tiene tres asintotas:
x=0,y=*1L

8. Funciones hiperbélicas inversas*

Las gréficas se obtienen de las graficas de las funciones hiperbolicas,
mediante reflexiones con respecto a la bisectri_zjﬂ 4ngulo xOy.

EL AREA-SENO: y = Arsh x = In (x+4/x*+1) (fig. 38).

La funcién es impar, monétona creciente desde — oo hasta + oo. El
origen de coordenadas es un punto de inflexién (¢ = 7/4) y es el centro
de simetria de la curva. Carece de asintotas.

AREA-COSENO: y = Arch x = In (x+4/**—1) (fig. 39).

La funcién es biforme y existe sélo para los valores de x = 1. La

Fig. 38 Fig. 39

* Véanse en las pags. 226-227 las consideraciones tedricas.
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curva es simétrica con respeéto al eje x; enel punto 4 (1, 0) es tangente a
la recta vertical x = 1, después y crece en valor absoluto.
AREA-TANGENTE: y = Arthx = -;—ln %g (fig. 40).
La funcién es impar y existe s6lo para los valores de | x| < 1; desde
— oo hasta + oo es monétona creciente. El origen de coordenadas es un
punto de inflexion ( = %) y es el centro de simetria de la curva. Tiene
dos asintotas: x = +1.

AREA-COTANGENTE: ¥ = Arcth x = %ln ;—i: (fig. 41).

¥

v L4

3 i 9
b2 ) LA
' [ V74 '
AP a2

S T B/ A A

o A
-2 . =2 E
1l i
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4
Fig. 40 Fig. 41

La funcién es impar y existe s6lo para los valores de | x| > 1. Para
—oo < x < —1 decrece desde 0 hasta — oo, para +1 < x < + oo
decrece desde + = hasta 0. No tiene extremos ni puntos de inflexion.
Tiene tres asfntotas: y = 0, x = +1.

B. CURVAS ESENCIALES

En este parrafo se dan algunos datos de las curvas mds importantes
y de uso frecuente en la practica (ademds de las curvas esenciales que
fueron expuestas anteriormente). A estos datos se refieren: la definicién
de la curva como cierto lugar geométrico, las coordenadas de los puntos
caracteristicos, la longitud de la curva o de una parte de ella, el rea limi~
tada por la curva o por una parte de la misma, el radio de curvatura en
los puntos caracteristicos.

Véanse en las pdgs. 286-287 las consideraciones generales sobre el
trazado de curvas por sus ecuaciones.

Véanse en las pags. 237-244 las curvas de-segundo orden (la elipse, la
hipérbola y la parabola).
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9. Curvas de tercer orden

PARABOLA SEMICUBICA (fig. 42).

La ecuacidn es: y = ax3* y en forma paramétrica: x = t%, y = at®.
En el origen de coordenadas tiene un punto de retroceso. No tiene asin-
totas. La curvatura K = — % toma todos los valores desde oo
. Vv x (44 9atx)8i2
hasta 0. La longitud de la curva desde el origen hasta el punto M** es:

' L= 55 [(4+9a%x)-8).

CurvA DE AGNEsI (fig. 43).
2.
9 x
T
Fig. 42 Fig. 43

La ecuacion es: y = ;%a-x,. La asintota es y = 0. El médximo es
A(0, a); ¢l radio de curvatura en el méximo es: r = %
Los puntos de inflexién son: B, C ( + % s if), la inclinacién de la curva

en estos puntos es: tg @ = q:gT‘/g. El 4rea entre la curva y la asintota es
S = mat.
Hoia DE DesCARTES (fig. 44).

La ecuacidn es: x*+)® = 3axy y en forma paramétrica es: x =
3at 3ars
= r= T;Tt (t = tg MOx).

* Aqui y mas adelante s¢ considera a > 0.
*+ En este caso y mas adelante M es un punto cuaiquiera de la curva con coorde-
nadas variables x ¢ y.
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El origen de coordenadas es un nodo, en el cual las tangentes son los
ejes de coordenadas, el radio de curvatura de las ramas en el origen es:

r=53 2 La asintota es x+y+a = 0. El vértice es: A( a, -—a) El 4rea

del lazo es: S; = % a?; el 4rea entre la curva y la asintota es S; = % as
Cisope (fig. 45). Es el lugar geo-

métrico de los puntos M, para los cua- Y

les OM = PQ (P es un punto arbi- a4

trario del circulo generador de dii-
metro a).

La ecuacidn es: y* =——- ;enfor-

a3
ma paramétricaes: x = ﬁ?ﬁ’ Y=1in

(t = tg MOx); en coordenadas polares

sen? .
esip = “cos ¢¢ . El origen de coordena-

das es un punto de retroceso. La asin-
tota es: x = a. El 4rea entre la curva 'y
la asintota es: S = 3/4 na?.
EstrOFOIDE (fig. 46). Es el lugar
geométrico de los puntos M, y M, .
(que yacen en rayos arbitrarios que pasan por el punto A), para los
cuales PM; = PM, = OP (P es un punto arbitrario del eje Oy).

Fig. 45

8§ 14016



114 II. GRAFICAS

12—1
1
y= at’ oET (t = tg MOx); en coordenadas polares es: ¢ = —a C;SSZE
En el origen de coordenadas tiene un nodo (las tangentes son: y = +x).
La asintota es: x = a. El vértice es A(—a, 0). El 4rea del lazo es: §; =
= 2a*—1/,na’ el 4rea entre la curva y la asintota es: S, = 2a2+1/,ma®.

La ecuaciones: y* = x’(«m ) enforma paramétricaes: x = a -,

10. Curvas de cuarto orden

CoNcoIDe DE NICOMEDES (fig. 47). Es el lugar geométrico de los pun-
tos M para los cuales OM = OP+ ! (para el signo «+» la rama exterior
y para el signo « —» la rama interior)*,

La ecuacion es: (x— a)*(x*+ y*) — I*x? = 0; en forma paramétrica es:
X = a+lcos @, y=atgp+l seng; en coordenadas polares es:

=48

p= cos ¢

* En general concoide de una curva dada se llama a la curva obtenida por la pro-
longacion o disminucién del radio vector de cada punto de la curva dada en un seg-
mento constante /. Si la ecuacion de la curva en coordenadas polares es p = f(¢), en-
tonces la ecuacién de su concoide es p = f(¢) £/. La concoide de Nicomedes es la
concoide de la linea recta.
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Rama exterior: La asintota es x = a. El vértice es A(a+1, 0). Tiene
dos puntos de inflexidon B, C [cuyas abscisas x son iguales al maximo de
las raices de la ecuacién x®—3a%x+2a(a®—[%) = 0*]. El 4rea entre la
rama y su asintotaes S = oo,

Rama interior: Tiene una asintota x = a, un vértice D(a—/, 0). En el
origen de coordenadas tiene un punto doble cuyo caracter deper.de del
valordeay!/:

a) para / < aes un punto aislado (fig. 47, a). Ademas, la curva tiecne
dos puntos de inflexién E, F {la abscisa x es igual al valor de la segunda
raiz positiva de la ecuacion

x3—3ax +2a(a®-I?) = 0];

b) para / > aesunnodo (fig. 47, b). Para x = a— {'/aﬁ, la curva tiene
un méximo y un minimo. La pendiente de las tangentes en el origen de

Via IV

coordenadasestga =+~ o ;elradiode curvaturaesrg= - ——- ;

¢) para / = a tiene un punto de retroceso (fig. 47, c).

2

0) a<i<co ) ast
Fig. 48

CaArAcoL DE Pascal (fig. 48). Es la concoide de la circunferencia**:
OM = OP=1 (el polo se encuentra en la circunferencia).

La ecuacidn es: (x*+ y*—ax)* = I¥(x*+ y*); en forma paramétrica es:
x = acos®p+lcosp, y = acos g sen @+1Isen p; en coordenadas pola-
res es: p = acos @+/ (a es el didmetro de la circunferencia). Tiene los
vértices 4, B (at/, 0). La forma de la curva depende de los valores de a

* Véanse en las pdgs. 155-157 los procedimientos para resolver tales ecuaciones
** Véase la llamada en la pagina anterior.

8+
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y de /, lo cual es evidente en las figs. 48 y 49. Tiene cuatro extremos si
a>lydossia=<I:.C, D,E,F(coscp = ﬂ#f)
2“’“’), si @ < [ < 2a. Existe doble tan-

.Existenlos puntos

de inflexion G, H (cos @ =-

3al
gente en los puntos , K(— —2 +5 Yi‘i’*") si | < 2a. El origen de coor-
denadas en un punto doble aislado, para a </ y nodo para a=>l(a
\/ at

pendiente de las tangentes en este punto es tga =+ — * el radio de

curvatura es ro = 1/, 4/a*—B) y para a = [ es un punto de retroceso. En
el dltimo caso la curva es la cardm:de (Véase mas abajo).

El 4rea del caracol es S = —2»—+n12. [En el caso a > [ (fig 48, ¢),

cuando se calcula por esta férmula el drea del lazo
interior se cuenta dos veces).

CARDIOIDE (fig. 49), se puede definir de dos
maneras: 1) El caso particular del caracol de
Pascal: OM = OP+a (a ®s el didmetro de la cir-
cunferencia). 2) La epicicloide (véase pag. 119) en
la cual el didmetro del circulo rodante y el del
estacionario son iguales (= a).

La ecuacion es: (x2+y?)?-2ax(x*+y?) = a%?;
en forma paramétrica es: x = a cos ¢ (1+cos ¢),
y=aseng (1+4cos p); en coordenadas polares
es: p = a(l+cos p).

El crigen de coordenadas es un punto de retroceso. Tiene un vértice

A(2a, 0), un maximo y un minimo (cosw = -—) C, D( j:3——‘»/3 )

Elareaes S = —Z—na2 (el 4rea de un circulo de didmetro a tomada 6

veces). La longitud de la curva es: L = 8a.

OvaLos DE CassINI (fig. 50). Es el lugar geométrico de los puntos M,
para los cuales el producto de las distancias F;M- F,M = a? (Fy, Fyson
los focos fijos, a es una constante).

La ecuacidn es (x2+ y¥)? —2c3(x2—y?) = a*—ct,en que Fy, F,(+ ¢, 0);
en coordenadas polares p? = c? cos 2p+1/c*-cos? 2p+(at—c?). La
forma de la curva depende de la relacién entre a 'y c:

a)Siag > c\/ 2; es un dvalo de forma €{(1}§§0 (fig. 50, a). Los puntos de
interseccién con el eje x son: 4, C(+ }/ @+, 0); los puntos de inter-
secciéncon el eje y son: B, D(0, +4/a?~c?). Si a = e\/2 es un dvalo del
mismo tipo; en esie caso 4, C(:tc\/§, 0), B, D(0, t¢); en los puntos B
y Dla curvatura es igual a cero (contacto) estrecho con las rectasy = +c¢);
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b)c < a < ¢\/2;esun dvalo con “talle” (fig. 50, b). Las intersecciones
con los ejes son las mismas que en el caso a); los méximos y los minimos

son: B, D (véanse las coordenadas mas arriba), E, G, K, [ (j:—‘—/—"cz:'“‘ ,

i%); tiene cuatro puntos de inflexién: P, Iil, N (j; \/ —;—(m-n),

1 _al—ct . a‘—ci.
i\/—z,—(m+n)).enque n="gg,m= '\/ 3

¢) a = c, es una lemniscata (véase mas abajo);
d) a < c, son dos dvalos (fig 50, c). Las intersecciones con el eje x

son: 4, C(+Va*+¢2,0)y P, Q(+4/c*—a?, 0); los méximos y los mini-
mos son: E, G, K, I(:tl/ﬂ, :t"')

2c 2/
. . _ 20’?'
El radlcf de curvaturaes: r = T i 1
(p es el radio vector).

x

Lemniscata (fig. 51). Es un caso
particular del 6valo de Cassini (a = ¢);

’ FIM-FM = (F‘:’)', en que Fy,F, (+a, 0).
a) ;xn’.’

5 <
£ \#
v3 T

N\

:.__”T
— 1T
<)

Fig. 50

La ecuacion es: (x*+ y®)t—2a*(x*— y%*) = 0; en coordenadas polares

p = a+/2cos 2¢. El origen de coordenadas es un nodo con el cual las
tangentes son: y= 1 x, el mismo es un punto de inflexién. Las intersec-

ciones de la curva con el eje x son: 4, C(+ay/2, 0); los méximos y los

minimos son: E, G, K, I (j: 4 ‘3/3 , :i:%); el angulo polar en estos puntos

es: ¢ = +n/6. El radio de curvatura es r = 23—~‘: El 4rea de cada lazo
es S = g,
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11. Cicloides

CICLOIDE ORDINARIA (fig. 52). Es la curva descrita por un punto de
una circunferencia que rueda sin resbalamiento por una linea recta.

La ecuacién en forma paramétrica es: x = a(r—sent), y = a(l -
—cost) (aes el radio de la circunferencia, = ~« MC, B);en coordenadas

cartesianas es: x+1/1(2a—y) = a Arccos > 2. La curva es peri6dica,
a

con periodo (/a base de la cicloide) 00, = 2ra. Los puntos de retroceso
son: 0, 0,, O,, ..., (2kna, 0); los vértices son: A, 4, ... [(2k + Dza,
2a]. La longitud OM es: L = 8a sen? 1/4¢; la longitud de una rama es:
Lo,0, = 8a, €l 4rea 04,0,0 es: S = 3na’. El radio de curvatura r =
= 4a sen 1/2¢, en los vértices r, = 4a. La evoluta (pag. 287) de la cicloide
es una cicloide semejante (est4 representada con linea de trazos).

CICLOIDES ALARGADA (fig. 53, @) y ACORTADA (fig. 53, b) (“trocoides” ).
Son las curvas descritas por un punto que yace a) en el exterior y b) en el
interior de una circunferencia que rueda sin resbalamiento por una linea
recta.
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La ecuacion en forma paramétrica es: x = a(t—Aisent), y = a(l —
— Acos t), donde a es el radio de la circunferencia, t = ~ MC,P, Aa =
C,;M(A > 1 para la cicloide alargada; A < 1, para la acortada). Las curvas
son periddicas, de periodo 00, = 27a; los maximos son: A4, A,, ...
(2k+ V)ma, (1+ A)a], los minimos son: By, B, B,, ... [2kza, (1-A)a].
Para la cicloide alargada los nodos son: Dy, D,, D,, .. . [2kna, a(1 -
— \/ A2— t’)] donde t4 es 1a raiz positiva menor de la ecuacion 7 = Asent®*.
Los puntos de inflexi6n, para la cicloide acortada son: Ey, Ey, ...... ...

. .[a(arccos A— AA/T=22), a(1 - 2%)]. La longitud de un ciclo es L =
t & 4
=a _“ A/ 1+22—-2Acost dt; el 4rea sombreada en la fig. 53 es: S =
[

= na*(2+ A%). El radio de curvatura es: r = U #—20cos I o fos

T Mcost—2
puntos maximos es: r4 = —a Qi/’tﬂ’ en los puntos minimos es: rz =
(1 — Az
a7
EricicLome (fig. 54). Es la curva descrita por un punto de una cir-
cunferencia que rueda sin resbalamiento por el exterior de otra circun-
ferencia.
Laecuaciénenforma paramétnca es:x=(A+a)cosp—a cos(~-—— tp)
= (A+a)senp—asen (—E— tp) [A es el radio del circulo estacionario y
a, del circulo mévil, p = ~« COx]. La forma de la curva depende de la
razén % = m. Para m = 1 es la cardioide (véase pag. 116).

a) Para m entero la curva estd formada de m ramas (fig. 54 a), “que
rodean” el circulo estacionario; los puntos de retroceso son: A;, A,, . . .,

A, (p =A,p= %—k""(k =01, ...,m—l)); los vértices son: B, B,,

, B, [p = A+42a,¢ = 2 (k+ ‘)]

b) Para m fraccionario las ramas se cruzan (fig. 54, b) pero cuando el
punto M ha descrito un nimero finito de ramas, vuelve a la posicion ini-
cial. Para m irracional el nimero de ramas es infinito y el punto M no
vuelve a la posicion inicial. 84 +a)

La longitud de la rama L 4,54, = , para m entero la longitud

de toda la curva es L = 8(4+a). El érea del sector A,B,A4,4, (sin el

. . . 3442 .
sector del circulo estacu)narlo) es: § = na2(+a). El radio de curva-
C 4a(A +a) 4a(A+a)
tura es: r = -5 sen —2~, en los vértices es: rg = 2T A

* Véanse en las pags. 162-165 la resolucién de tales ecuaciones.
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Fig. 54

Fig. 55

HrrocicLompk (fig. 55). Es la curva descrita por un p nto de una cir-
cunferencia que rueda sin resbalamiento por el interior de otra cincun-
ferencia.

La ecuacidn de 1a hipocicloide, las coordenadas de los vértices y de los
puntos de retroceso, las formulas para la longitud de arco, para el area y
para el radio de curvatura son las mismas que para la epicicloide, tenien-
do s6lo que reemplazar «+a», por «—a»; el numero de puntos de re-
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a) A>la>0 §) A<la>@
Fig. 56

ald>la<0 & A<la<0
Fig. 57

troceso, para m entero, fraccionario o irracional (mes siempre > 1) esel
mismo que en la epicicloide. Param = 2lacurva degenera enel didmetro
del circulo estacionario. Para m = 3 es la hipocicloide con tres ramas
(fig. 55,a): x =a (2 cos @+cos 29), y = a (2 sen @—sen 29); L = 16a,
Siora = 27a®. Param = 4 (fig. 55, b) es Ia hipocicloide con cuatro ramas
(;a astroide): x = A cos®p, y = A sen® p; en coordenadas cartesianas
08: XY = AN L = U = 64; S = 2aa.
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EPiCICLOIDES E HIPOCICLOIDES ALARGADAS Y ACORTADAS (epitrocoides
e hipotrocoides) (fig. 56 y 57). Es la curva descrita por un punto que esta
situado en el exterior o en el interior de una circunferencia que rueda sin
resbalamiento por otra circunferencia exterior a ella (epicicloide, fig. 56)
o interior a ella (hipocicloide, fig. 57).

La ecuacion (en forma parametrica) es:

x =(A+a)cosp—Aa cos(i:‘" w).

y = (A+a)sen p— Agsen (i}a»w).

A es el radio del circulo estacionario y a, el del circulo mévil (ademés en
¢l caso de la hipocicloide «+ a» se reemplaza en la ecuacién por «—a»),
Aa = CM (1 > 1,paraalargaday A < 1, parala acortada). Para 4 = 2a
(4 es un ndmero cualquiera) la hipocicloide x = a(l+4)cos g, y =
= a(l — A)sen g, se convierte en la elipse
con semiejes: a(1+2) y a(1-A). Para
A = a se obtiene el caracol de Pascal
(véase pag. 115)*: x =a (2 cos p—
—Acos2p), y = a(2senp— A sen 2¢).

12, Espirales

EsPIRAL DE ARQUIMEDES (fig. 58).
Es la curva descrita por un punto que
Fig. 58 se mueve con velocidad constante » por
un rayo que gira alrededor del polo O
con velocidad angular constante w.

. v
La ecuacién en coordenadas polares es: p = ap; @ = o La curva

est4 formada de dosramas queson simétricas con respecto al eje Ox. Cada
uno de los rayos OK corta a la curva en los puntos O, 4y, 4,. ..., A, Que
se encuentran a la distancia 4,4,,; = 27a. La longitud del arco OM :

L= 5 (pVe*+1+Arshg), % - 1 para grandes valores de ¢. El 4rea

del sector M\OM, es: S = —‘;—z- (¢2— o). El radio de curvatura es: r=

. (g3+1)ee . .. _ a
= Fiz e el origen de coordenadas es: ro = .

ESPIRAL HIPERBOLICA (fig. 59).

* En la pag. 115 se designé por a el valor que aqui se designa por 24 a y por / el
didmetro 2a. Se ha cambiado también el sistema de coordenadas.
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I3 a
La ecuacion en coordenadas polares es: p = g La curva esta for-

mada de dos ramas, que son simétricas con respecto al eje y; cada rama
tiene como asintota la recta y = a y el origen de coordenadas O como

punto asint6tico. El drea del sector M,0M, es. § = “ ( L_,L)-

2 \gy @/’
. 1+ ot
lim § = ——.Elradio de curvaturaesr = — (3( e )
g —> o® 297 P

EsPIRAL LOGARITMICA (fig. 60). Es la curva que corta bajo un mismo
4ngulo « todos los rayos que parten de un mismo punto O.

La ecuacidn (en coordenadas polares) es: p = ae*® [k = ctga; si

o = —2— , entonces k = 0 ylacurvaes una c1rcunferenc1a] La curvatiene

como punto asintdtico el polo O. La longitud del arco MM, es
L= Vi l+k

(p3—py), €l limite de la longitud del arco OM a partir del
Vi¥k l+k

origen de coordenadas es: L, = —~—— ¢. El radio de curvatura es:
r=1/1+k% = L.
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DESARROLLO (EVOLVENTE*) DE UNA CIRCUNFERENCIA (fig. 61). Es la
curva descrita por el extremo de un hilo tirante que se desenrolla desde

una circunferencia (IE = BM).
La ecuacién en forma paramétrica es:

X =acosptapsen®, y = asen@—apcosy

(a es el radio del circulo y ¢ = £BOx) La curva tiene dos ramas que
son simétricas con respecto al eje x; el punto de retroceso es A(a, 0); las

y
I
0
L1:]
— I
Fig. 62
intersecciones con el eje Ox son: x = —-— _ en que @, son las raices de

CO8 ¢o

la ecuacién tg ¢ = ¢**. La longitud delarco AM es: L = % ag®. El radio

* Véase en la pig. 287 lo referente a la evolvente.
*#* Véase en las pigs. 162-163 la resolucién do tales ecuaciones.
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dccurvaturaes:r = ap = \/ 2aL;elcentro de curvatura B se encuentra
en la circunferencia.
LA croToIpE (fig. 62). Es la curva cuyo radio de curvatura es inversa-
mente proporcional a la longitud de arco: r = a?:s.
¢

- . . p 12
La ecuacion en forma paramétrica es x = ay/z f cos —’52~ dt,
0

I3
/- . 2 * K] —
y=avn senmz-dt en que t = ~, 5= OM.
[ n

La curva es simétrica con respecto al origen de coordenadas que es
un punto de inflexion (la tangente es el eje x); tiene dos puntos asint6-
ticos:

a '\/ 7 avVn aVn a ‘\/ ’?)
A(+"2—'+ )yB(_z"’z'

2

13. Otras curvas

CATENARIA (fig. 63). Un hilo pesado, flexible, inextensible, colgado
entre dos puntos toma la forma de la catenaria.
I
La ecuacidnes: y = ach%‘ =aq %,—m
La curva es simétrica con respecto al eje y pasando mds arriba de la

pardbola y = a+ ;—: (sefialada con linea de trazos). El vértice es A(0, a).
exla — g—xla
> ;-el drea

OAMPes: S=al=a?sh % . El radio de curvatura es: r= }—;3 =a ch? % .

TRACTRIZ (fig. 64). Es la curva para la cual la longitud del segmento
de la tangente desde el punto de contacto M hasta el punto de intersec-
cién P con la recta dada (en la fig. 64 con el eje de las abscisas) es un valor
constante**.

La tractriz es la evolvente de la catenaria (pag. 287), ademds el desa-
rrollo comienza en el vértice 4.

La longitud del arco AM es: L =a sh% =aq

* Estas integrales no se expresan mediante funciones elementales.

** En otras palabras: si a un extremo de un hilo inextensible de longitud dada (a)
estd sujeto un punto material (M) y el otro extremo (P) se mueve por la recta (Ox),
entonces este punto M describe la tractriz (a esto es debido ¢l origen de la denomina-
cién de la tractriz como linea de atraccion).
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Fig. 64

atvVai-y

La ecuacién es: x = aArch %i Vai=yt=aln

TV,
La asintota es el eje x, el punto de retroceso (con la tangente vertical) es:
A(0, a). La curva es simétrica con respecto al eje y. La longitud del arco
AMes: L = aln 2 ; cuando aumenta la longitud del arco L, la diferen-

cia L—x (donde x es la abscisa del punto M) = a(1—In2) =~ 0,307a.
El radio de curvaturaes: r = actg % .



SEGUNDA PARTE
MATEMATICA ELEMENTAL

I. CALCULOS APROXIMADOS

1. Reglas para los cdlculos aproximados

CALCULOS APROXIMADOS. Al realizar cdiculos siempre es necesario
tener en cuenta la exactitud que se necesita o la que se puede obtener. Es
absolutamente inadmisible realizar calculos con una gran exactitud, si los
datos del problema no lo permiten o no piden esto (por ejemplo, para los
célculos con nimeros de 5 cifras significativas exactas no se pueden
emplear logaritmos con siete cifras exactas). Toda persona que deba
realizar cdlculos necesita tener un profundo conocimiento de las reglas
de los calculos aproximados.

ERRORES. Error de un numero aproximado dado es la diferencia entre
un numero exacto x y su valor aproximado a. Sise sabe que | x—a| < 4,,
el valor A, se llama error absoluto limite del valor aproximado a; la razén
A, :a = 0, se llama error relativo limite, frecuentemente este tltimo se
expresa en porcentajes.

Ejemplo. 3,14 es el valor aproximado de =, el error es igual a 0,00159
..., el error absoluto limite se puede considerar igual a 0,0016... y el
error relativo limite es igual a ()—30—(1)‘1—6 = 0,00051 = 0,051%.

Generalmente, para simplificar, se omite la palabra “limite”.

Véase en la pég. 650 lo referente a los errores en las observaciones.

CIFRAS SIGNIFICATIVAS. Si el error absoluto del valor a no excede una
unidad del orden de la iiltima cifra del mimero a, entonces se dice que el
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numero q tiene todas sus cifras “exactas”*. Los nimeros aproximados
se deben anotar conservando sélo las cifras exactas. Si, por ejemplo, el
error absoluto del nimero 52400 es igual a 100, entonces este nimero
debe ser anotado en la forma 524-10% 6 5,24-10%. Se puede calcular el
error del nimero aproximado indicando el nimero de cifras significa-
tivas exactas que contiene. Al calcular las cifras significativas no se cuen-
tan los ceros a la izquierda.

Ejemplos: 1) 1 pie cibico = 0,0283 m?, tiene tres cifras significativas
exactas; 2) 1 pulgada = 2,5400 cm tiene cinco cifras significativas
exactas.

Si el nimero a tiene n cifras significativas exactas entonces su error

relativo es 6, = T donde z es la primera cifra significativa del nu-

mero a. En el nimero a con error relativo 8, hay # cifras significativas
exactas, donde n es el nimero entcro mayor que verifica la desigualdad

(1+2)8, < 101-n, **

Ejemplo. Si el nimero a = 47,542 ha sido obtenido como resultado de
operaciones con nimeros aproximados (véase mds abajo) y se sabe que
0, = 0,21%, entonces a tiene tres cifras exactas, ya que (4+1)-0,001 <
< 10-%2

REDONDEO. Si un nimero aproximado contiene cifras excesivas (0 no
exactas) éste debe redondearse. En el redondeo se conservan todas las
cifras exactas, despreciando las demads; por otra parte, si la primera
cifra despreciada es mayor que 4, la dltima cifra conservada se aumenta
en una unidad. Si la parte despreciada esta formada s6lo de la cifra 5,
el redondeo se hace de tal manera que la \ltima cifra quede par. En el
redondeo, surge un error complementario que no excede la mitad de la
unidad del orden de la wltima cifra significativa del nimero redondeado.
Por esto, para que después del redondeo todas las cifras sean exactas,
el error antes del redondeo no debe ser mayor que la mitad de la unidad
del orden hasta el cual se piensa hacer el redondeo.

OPERACIONES CON NUMEROS APROXIMADOS. El resultado de las opera-
ciones con numeros aproximados representa también un numero
aproximado. El error del resultado puede expresarse por el error de los
datos iniciales mediante los siguientes teoremas:

1) El error absoluto limite de la suma algebraica es igual a la suma
de los errores absolutos limites de los sumandos.

* Generalmente, en esta definicién se pide con frecuencia que el error no exceda
ala mitad de 1a unidad del orden de la ultima cifra del nimero aproximado. En relacién
con esto véase mas abajo (“redondeo™).

*# Si se tiene en cuenta el error posible del rodendeo (véase mas adelante), se debe
suponer que (1+2)5g < 0,5-101—n,
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2) El error relativo de la suma esta comprendido entre el maximo
y el minimo de los errores relativos de los sumandos.

3) Los errores relativos del producto y del cociente son iguales a la
suma de los errores relativos de los factores o, respectivamente, del
dividendo y del divisor.

4) El error relativo de la potencia n-ésima de un nimero aproximado
es n veces mayor que el error relativo de la base (tanto para n enteros
como para fraccionarios).

Aplicando estos teoremas se puede determinar el error del resultado
de una combinacion cualquiera de operaciones aritméticas con niimeros
aproximados.

Ejemplos :
1) V=rh; Ay =V =(26,40).

x . 1 1 (A, A
D z=4/F5 b= tra=1(%e).

ERROR DE UNA FUNCION. Ademds de las reglas dadas mas arriba, el
error cometido en el célculo de los valores de una funcién, cuyos
argumentos son dados aproximadamente, puede ser evaluado mediante
la diferencial de esta funcion. El error de la funcién no es otra cosa
mas que el posible incremento de la funcién que se obtiene al asignar
a sus argumentos incrementos iguales a sus errores. Como, corriente-
mente, los errores son suficientemente pequeiios, es practicamente admi-
sible el reemplazo de los incrementos por las diferenciales (véase pag
355). Si s6lo se conocen los errores absolutos limites de los argumentos,
entonces para el calculo de las diferenciales es necesario tomar para
todas las derivadas sus valores absolutos.

Ejemplos :
a _bda—adb _ bAgt+aby
D wge=g; dp=-7r5—, Ap=-105%
= A/xityr; o zdxtydy = 2: _ xBatyhy
2) z=4/xFy% T T Ay 61_7"‘—}2477‘

Para una funci6n, cuyo valor se halla mediante tablas, la acotacion del
error puede realizarse de una forma extremadamente sencilla. Si el
argumento se ha dado con un error de A,, entonces para la determina-
cién del error de f(x), se halla mediante la interpolacion lineal (véase
pag. 15) el incremento de la funcién que corresponde a +A,. El valor
absoluto de este incremento da el error absoluto limite de f(x).
Ejemplos: 1) Si el diametro del circulo D = 5,92 cm tiene un error
Ap = 0,005, los errores correspondientes de la longitud de la circunfe-
rencia y del drea del circulo son iguales a (véanse las pags. 69 y 71)

9 14016
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0,015 cm y 0,05 cm?® respectivamente. 2) Si tg e == 0,818+0,002, (véasc
pag. 55)a = 39°17'1+0° 4",

PROBLEMA RECIPROCO. Si se pide obtener el resultado con una cxac-
titud determinada, entonces deduciendo primero la foérmula para el
error del resultado por uno de los procedimientos indicados anterior-
mente, se pueden determinar los errores admisibles de los datos ini-
ciales. La soluciéon de este problema no es unica y exige hipotesis
complementarias.

Ejemplo: ; Con qué exactitud deben ser medidos los catetos de un
tridngulo rectangulo, uno de los cuales es aproximadamente tres veces
menor que el otro, para que el error del 4ngulo definido por su tangente
no sea mayor que un minuto? De tgo = % se deduce que (véasc
mas arriba):

A = Blataty
? T TaEybe
A .
obtenemos que 1’ = 0,00029 = 0,4 —;— , ¥ 0, = 0,0007. Asi, en la me-
dicién de los catetos es admisible un error absoluto igual de modo
que para el menor de ellos el error relativo sea 0,07%,.

CALCULOS SIN CONSIDERACION EXACTA DE ERRORES. Por el procedi-
miento indicado mds arriba puede ser estimado el error absoluto limite,
es decir, un valor que excede a priori el valor absoluto del verdadero
error. Ademas, siempre se supone que los diferentes errores se intensi-
fican uno con el otro, pero en la préctica esto es muy raro que suceda.
Para célculos masivos, cuando no se tiene en cuenta el error de cada
resultado por separado, se emplean las siguientes reglas del cdlculo de
cifras. Ateniéndose a estas reglas se puede considerar que en término
medio los resultados obtenidos tendran todas las cifras exactas, aunque
en casos aislados es posible un error en varias unidades del Gltimo
digito*.

1. Al sumar y restar nimeros aproximados se deben conservar en el
rasultado tantas cifras decimales cuantas tenga el dato aproximado que
contiene el menor nimero de cifras decimales.

2. Al multiplicar y dividir se deben conservar en el resultado tantas
cifras significativas cuantas tenga el dato aproximado que tiene el
menor nimero de cifras significativas.

3. Al elevar al cuadrado y al cubo se deben conservar en el resultado
tantas cifras significativas cuantas tenga el nimero aproximado que se
eleva a la potencia. (En este caso, la ultima cifra del cuadrado y, espe-
cialmente, la del cubo, es menos segura que la ultima cifra de la base).

, de donde, suponiendo que b == 3a y haciendo A, = A,

* [ as reglas estan dadas en la redaccion de V. M. Bradis.
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4. Al extraer la raiz cuadrada y ciibica se deben tomar en ¢l resultado
tantas cifras significativas cuantas tenga el valor aproximado del subra-
dical. (En este caso, la ultima cifra de la raiz cuadrada y, especialmentc,
de la cubica, es menos exacta que la ultima cifra del subradical.)

5. En todos los resultados intermedios sc debe conservar una cifra
mas que las que recomiendan las reglas anteriores. En el resultado final
esta “cifra de reserva” se elimina.

6. Si algunos datos tienen mads cifras decimales (en la suma o en la
resta) o mas cifras significativas (en la multiplicacion, division, elevacion
a potencia o extraccion de raiz) que otros, entonces se les debe primera-
mente redondear, conservando solo una cifra excesiva.

7. Si los datos se pueden tomar con cualquier exactitud, entonces
para obtener un resultado con k cifras, se deben tomar los datos con
un numero de cifras tal, que segun las reglas 1-4 ¢l resultado (enga
(k+1) cifras.

8. Al calcular mediante logaritmos algin monomio sc debe contar
¢l namero de cifras significativas del dato aproximado que tiene cl
menor nimero de cifras significativas y tomar una tabla de logaritmos
que tenga una cifra decimal mas. En el resultado final la ultima cifra
significativa se desprecia.

MULTIPLICACION Y DIVISION DE NUMEROS APROXIMADOS. Para no
obtener cifras innecesarias, la multiplicacion y division d¢ numeros
aproximados se efecttia de la siguiente manera:

En la multiplicacién se toma por multiplicador ¢l niimero menos
exacto de los dos factores. Se empieza la multiplicacion desde las cifras
de 6rdenes superiores y en cada producto parcial se tacha en el multipli-
cando la ultima cifra de la derecha. En este caso ¢s deseable introducir
una correccion en la vltima cifra tachada.

En la division, segin la regla 6, si es posible se conserva en el divi-
dendo, una cifra mas que en el divisor. Cuando sec efectua la division
cn lugar de aifiadir ceros en el resto, como se hace corrientemente, se
debe ir tachando cada vez una cifra del divisor. Al multiplicar se deben
introducir correcciones en las cifras tachadas.

Ejemplos: 1) Multiplicar 4,128 por 2,953; 2) Dividir 12,189 por
4,128. La anotacion final de los calculos tendra la forma siguicnte:

1), 4128 2) 12,189(4,128
2,953 = 8,256/2.953
8,256 _3933

L3718 3,715
206 _218
12 206
12,189~12,19 12
12

9*



El error de la féormula no excede | Elerror de la férmula no excede El error de la férmula no excede
o o/
Férmula 01 % 1,0% 10 %
si x varia si x varia si x varia
desde hasta desde | hasta desde hasta
senx =x —0,077 =—4°4 | 0,077 = 4°4 | —0,245 =—-14°,0} 0,245 = 14°,0 | —0,786 =—45°,0| 0,786 = 45°,0
sen x = x—ié~ —0,580 =—33°2 0,580 = 33°,2 | —1,005 =—57°,6] 1,005 = 57°,6 | —1,632 =~-93°,5| 1,632 = 93°,5
cos x =1 . -0,045 =—2°6 | 0,045 =2°6 | —0,141 =—8°1 | 0,141 = 8°,1 —0,451 = —25°8 | 0,451 = 25°,8
cos x = 1-—3‘2— —0,386 =-—22°1 | 0,386 = 22°,1 ]| —0,662 =-37°9 | 0,662 = 37°,9 | —1,036 =-59°,3| 1,036 = 59°,3
g x = . -0,054 =~3°1 | 0,054 =3°1 } —0,172 =-9°8 | 0,172 = 9°,8 —0,517 =—29°6} 0,517 = 29°,6
tgx = X+%~ -0,293 = 16°,8 | 0,293 = 16°,8 | —0,519 =—-29°,7| 0,519 = 29°,7 | —0,895 =-—51°,3| 0,895 = 51°,3
Vailx = a+i’% * —0,085q 0,093a? —0,247a2 0,328a% —0,607a 1,545q2
1 1
—_— =i ~0,051a2 0,0524? —0,157a? 0,166 —0,44842 0,530a?
Vatsx a 2a3
1 1
aTE = ;—ai:- —0,031a 0,031a —0,099a 0,099a -0,301a 0,301a
er = 1+x —0,045 0,045 —-0,134 0,148 -0,375 0,502
In(l+x) = x —0,002 0,002 -0,020 0,020 —0,176 0,230

- 2
* La férmula se puede escribir en la forma \/a2 +x = -% (a+a :—x
valor aproximado de la rafz (“primera aproximacion’’) de esta féormula se deduce la regla: para obtener un valor més exacto de la
raiz se debe tomar la media aritmética de la primera aproximacién y del cociente de la division del subradical por la primera aproxi-
macion; en este caso se puede considerar que el nimero de cifras exactas del resultado obtenido esel doble que el numero de cifras
exactas de la primera aproximacién.
También se debe seilalar que la férmula \/ at+bt = 0,960a+0,398b, en que a > b, la cual se ha obtenido segun el principio de
la aproximacién uniforme (véase pig. 657), da un error que no excede el 4 %.

. En la practica se usa gencralmente esta forma. Como a es el
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2. Formulas de aproximacion

En muchos casos, las funcioncs bastante complicadas se pucden
reemplazar aproximadamente por otras mds simples que den un re-
sultado con un error admisible. Con este fin, se pueden emplear varios
de los primeros términos de los desarrollos de estas funciones cn seric
de Taylor (véase pag. 377) o el método de los cuadrados minimo$
(véasc pag. 658). En el ultimo caso, la formula dependerd esencialmentc
del intervalo para el cual estd destinada. En la pdg. 132 sc muestran
las formulas mas usuales que sc obtienen de la scrie de Taylor, y sc
indica la exactitud de las mismas.

3. La regla de cdlculo

DESIGNACION DE LA REGLA DE CALCULO. Los calculos mas simples
que contienen la multiplicacion, la division, la extraccion de las raices
cuadradas y cubicas, la elevacién a potencia de nimeros dados y las
operaciones con funciones trigonométricas de los dngulos dados, pueden
efectuarse aproximadamente por medio de la regla de célculo. La
exactitud de los céalculos es distinta en diferentes casos, pero, por término
medio, los célculos con la regla de célculo de longitud 25 cm correspon-
den a los calculos con tres cifras significativas, es decir, con un error
relativo desde el 0,19 hasta el 1%4. En los casos en que es suficiente
semejante exactitud, los cdlculos deben efectuarse con la regla de
célculo.

ESCALA LOGARITMICA. La construccién de la regla de calculo cstd
basada en la escala logaritmica y es la siguiente. En un eje, respecto

\’375/9
7 2 3 45\\\//}0
; . + e o s un
7 2 g 4 567890 0 3 coso/i\\m
60 70 4 §0

Fig. 65

de cierta escala, se marcan desde cl punto inicial scgmentos iguales a los
logaritmos dccimales dc una serie de numeros (fig. 65). Si ya sc ha
marcado cl Ig a, entonces ¢n el punto correspondicnte sc pone la ano-
tacion « (fig. 66). En cl punto inicial debe figurar la marca 1 (Ig 1 - 0).
Dc esta manera, cn la escala logaritmica, la distancia desde la marca |
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hasta Ja marca a es igual a Ig a, en la escala elegida. Como Ig (10a) =
= 1+41g a, las marcas segin la escala logaritmica en la parte desde 10
hasta 100 corresponderan exactamente a las marcas en la parte desde 1
hasta 10, para los numeros 10 veces menores. Este mismo razona-
miento puede aplicarse también a otras partes de la escala. Por esto,
una parte de la escala de longitud de una unidad de la escala puede

/ a
-
- lga -

Fig. 66 Fig. 67

scrvir para la representacion de toda la escala logaritmica infinita. En
csta parte de la escala a los nimeros que tengan una misma constitucion
numérica, es decir que se diferencien en el factor 10* (por ejemplo:
7,15; 0,0715; 71 500) les corresponderd una misma marca.

ESCALAS DE LA REGLA. La regla de célculo estd formada por la regla,
la corredera que se desliza por las ranuras de la regla y por el cursor,
que es un cuadro con un cristal en el cual estdn marcadas una o tres
lineas visores (fig. 67). En la regla y en los dos lados de la corredera
se han pucsto escalas. Estas escalas las designaremos 4, B, C, D, I, K, L
(fig. 68); en algunos tipos de reglas las escalas 7 y K no existen y la
cscala L estd en la parte opuesta de la corredera. Antes de calcular con
la regla de calculo, es necesario estudiar sus escalas.

Las escalas A4, B, C, D, I, K son logaritmicas. Para las escalas C, D
e I la unidad dc escala es igual a 25 cm; ademds, en contraposiciéon con
las escalas restantes, la direccion positiva de la escala I se toma hacia
laizquierda. Para las escalas A y B la unidad de escala es igual a 12,5 cm
y para la escala K es 8!/, cm, por lo cual estas escalas tienen en la
regla dos (4 y B) o tres (K) partes idénticamente iguales. Las divisiones
cn todas las escalas logaritmicas no son uniformes y estan dadas en
difercntes partes con distinto grado de detalles. Para la ubicacién en la
cscala dc aquellos nimeros, para los cuales no existen las marcas
correspondicntes, se supone quc cntre los limites de una de las divi-
siones de la escala logaritmica ésta es uniforme, cs decir, por cjemplo,
que la marca para ¢l nimcro 235 sc encuentra en el medio cntre las
marcas 234 y 236,
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La cscala L cs una cscala
de graduacion uniforme con
divisiones que distan entre si
¢l 0,002 dc la unidad (la lon-
gitud 25 ¢cm se ha tomado
por unidad).

En el lado opuesto de la
corredera (fig. 69) se han
puesto las escalas logaritmi-
cas de las funciones trigono-
métricas: 7T o Tg (tangente),
So Sin(seno)y S & T (seno
y tangente). En la cscala T
la distancia desde el punto
inicial hasta la marca T° es
igual a Ig tg T°, ademas se
toma por unidad de escala
25 cm. En el punto inicial
yace la marca45° (Igtg45° =
=0). Comoellgtg 7T° <0
para T° < 45°, las maicas
correspondientes deben estar
situadas a la izquierda del
punto inicial (fig. 70). La
parte de la escala 7" colocada
en la corredera corresponde
a los valores del Ig tg 7°°
comprendidos entre —1 y 0
que corresponden a los dngu-
los que se encuentran entre
5°43 (tg 5°43" = 0,1) y 45".
Andlogamente, en la escala
S la distancia desde el punto
inicial (con marca 90°) hasta
la marca S°, es igual a Ig sen
S°. Para S° < 90°, las mar-
cas correspondientes estan
situadas a la izquierda del
punto inicial (fig. 71), ya que
Ig sen S° < 0. La parte de la
escala $° que hay en la co-
rredera abarca los angulos
desde 5° 44’ hasta 90” (sen
5°44’ = 0,1). Para los dngu-

TN T
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los menores que 5°44’ entre los limites de la exactitud de la regla, los
valores del seno y de la tangente coinciden y la escala S & T representa
la parte comun de las escalas Ig tg T° y Ig sen S° para los angulos com-
prendidos entre 0° 35"y 5°44’. Para estos angulos el seno y la tangente
varian desde 0,01 hasta 0,1 (en algunos tipos de reglas la escala S esta

r 45" s 90°
~—gtg 7’ — ~lgsen S°—
Fig. 70 Fig. 71

puesta con una unidad de graduacién igual a 12,5 cm; entonces la
escala abarca los angulos desde 0° 35’ hasta 90°; en este caso los es-
quemas de los cdlculos con la escala § dados mas abajo deben ser
rehechos.

REGLAS DE LOS CALCULOS. El proceso de los célculos consiste en poner
uno frente a otro, dos nimeros de diferentes escalas de la regla y de
la corredera y en leer el resultado en una escala frente a un cierto nimero
de la otra. Estas operaciones se realizan mediante el cursor. Mas abajo
se dan unos esquemas en los cuales se efectian cdlculos muy sencillos
con la regla de célculo.

Reglas generales. 1) La regla de célculo sélo da las cifras significa-
tivas del resultado, para el cual debe ser establecido ademas el orden
decimal (el lugar de la coma). Para esto, lo mejor de todo es hacer un
célculo mental aproximado que evalie el orden del resultado. 2) Al
hacer célculos.complicados, los resultados intermedios no se leen, sino
que se fijan solamente con la linea del visor del cursor. Por esto los es-
quemas se deben elegir.de tal modo que el resultado de cada una de las
operaciones o del grupo de operaciones se lea en la regla y no en la
corredera. 3) Si el resultado del célculo debe ser leido en la regla,
frente a la marca a de la corredera, la cual ha salido fuera de los limites de
laregla, se debe hacer un desplazamiento de la corredera; la linea de visor
del cursor se pone frente al punto extremo de la corredera que yace
en los limites de la regla y la corredera se desplaza de tal forma que
frente a la linea dei visor se sitie el otro extremo de la misma escala
de la corredera (fig. 72). Entonces la marca pedida a se encuentra en
los limites de la regla y el resultado puede ser leido.
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EsQuemas. En los esquemas solo tiene importancia la posicion de las
marcas una frente a otra, pero no la situacion relativa de los diferentes
pares de marcas. La corredera se puede deslizar tanto a la derecha
como a la izquierda.

Multiplicacion, division, proporciones

€ _ O
| 4T
[ & & | Sic, =1, entonces
=

¢

| iydy = iyd,.
B —] Si i; = 1, entonces
dy = iy,
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Para la multiplicacion y division se emplean gencralmente los esquemas
I y II. Los esquemas III—- VI permiten efcctuar inmediatamente la
multiplicacion y la divisién por el cuadrado o el cubo de un niimero
dado. Los esquemas VII y VIII sc aplican para las operaciones combi-
nadas. En los cdlculos que contienen varias multiplicaciones y divi-

siones se deben aplicar varias veces los esquemas VII y VIII. Por
.:} sc cfectia en tres ctapas:

ab ¢ I
d e [fg

. . . . ab
cjemplo, cl calculo segun la formula decof

dos veees por ¢l esquema VI y una vez por el esquema VII:

Elevacivn a potencia y extraccion de raiz

a = (["‘; b - (,'.'!; k o=odd,
X 1 5 ‘I d =+/a; (1:’\:,‘//‘;
l d B k =va

% % 'Jﬂ a=d% a =d* k =d°
X = _‘i‘*g v ] a, = d% ky =d";

] ky = d°.

Los calculos scgin ¢l esquema IX se efectiian s6lo mediante ¢l visor.
Por este mismo esquema se efectian la extraccion de la raiz cuadrada
y cubica. En este caso, el subradical debe ser dividido desde la coma
en grupos de dos o tres cifras (véase pag. 20) y segin sea la cantidad
de cifras significativas en el primer grupo de la izquierda no nulo se

leifra 2cifras 3 cifras

Koo ' =
AB -~ e — A
e | TEFEzaps

Fig. 73

delermina la situacion del subradical en la cscala 4 o K (fig. 73). Por
¢jemplo, para cl calculo de v/3775 ¢l numero 3’ 75 se pone en la primera
mitad dc la cscala A; para ¢l calculo de \1/ 0,000°05, cl namcro 0,000°050
se pone en la scgunda parte de la escala K.
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Cdleulo de logaritmos

X : E [ = Ig(l.

Los cdlculos segun el esquema XI sc efectiian mediante ¢l visor; la
corredera no se emplea.

La escala L da sélo la mantisa del logaritmo. La caracteristica sc
halla segun las reglas habituales (véase pig. 151).

tgry _ terr,
I 19 57 I . dy o dy
4
X ] {11 {5 ] b) sensy  sensy *
[ ! | a7 dy
- -- a s,
‘— & 2% l ) [T /1 g2’
1 5 ) I
i he] b a, @ %
I I sen? ¢ sentsg
S
v c c=1tgt°;, d=rctgt°;
v (‘

= scn s°%,

) I j

'd ld, yl

c §
T c=sen s°; d— . ,,*;
sen s
p'4 1
( ;Tl-

* Este esquema no es vilido para las reglas cuya graduacion de Ia cscala S es igual
a 12,5 cm. Véase la pag. 136
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Los célculos segun los esquemas XII y XIIl se cfectian con la
corredera puesta del lado inverso. Algunos cdlculos con cantidades
trigonométricas pueden ser efectuados sin dar la vuelta a la corredera.
En este caso, las colocaciones de las marcas en las escalas Sy T se
efectian mediante las rayitas que hay en las ranuras del lado inverso
de la regla (esquemas X1V y XV).

Signos especiales

Conversién de grados a radianes y viceversa:

[ I | p"’ = 57,30;
L ] o = 206265.

d® = i,rad (= ‘:—:rad); d’ =i, rad (=f:~: rad);

d’ = iyrad (= ':,, rad)

(por ejemplo: 15° = 0,262 radianes, 15’ = 0,00436 radianes, 15" =
= 0,0000727 radianes).
En lugar del esquema XVI se puede emplear también el esquema 1.
Area del circulo (esquema XVII):

c=A/2-1128 a=(%) =7

Si en el cursor estdn colocadas tres lineas visores, el drea del
circulo se halla sin ayuda de la corredera, segiin el esquema XVII.



II. ALGEBRA

A. TRANSFORMACIONES DE IDENTIDADES

1. Conceptos fundamentales

DEFINICIONES. Se llama expresion algebraica a una o varias cantida-
des algebraicas (nimeros o letras) que estdn unidas entre si por los
signos de las operaciones algebraicas (+,~, ., v/, etc.) y por los signos
del orden de sucesién de estas operaciones (diferentes tipos de parénte-
sis). Se llama identidad a la igualdad de dos expresiones algebraicas que
es vélida para cualesquiera valores que se pongan en lugar de las letras
que figuran en ella; si la misma igualdad sélo es vélida cuando se
reemplazan algunos valores determinados, entonces se llama ecuacion.*

Transformacion de una identidad es la obtencion de una expresion
algebraica de otra, idénticamente igual a ella; la cual puede realizarse
de diferentes maneras, segiin sea el fin de la transformacion y esto
siempre se debe tener en cuenta. Por ejemplo, el dar a la expresion una
forma mas reducida y mds cémoda para el reemplazo de las letras
por sus valores numéricos o para las transformaciones posteriores:
reduccion de la expresién a una forma mas comoda para la resolucion
de ecuaciones, el cilculo de logaritmos, diferenciacion, integracién,
etc.

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS. En cada uno de
los casos se toman unas cantidades literales como bdsicas con respecto
a las cuales se hace la clasificacion; las cantidades no biésicas (las
letras restantes) se llaman pardmetros de la expresion. La expresion
pertenece a una u otra clase segiin sean las operaciones que se efectdan
con las cantidades basicas contenidas en ella. En las expresiones raciona-
les enteras s6lo se efectian con las cantidades basicas las operaciones de
sumar, restar y multiplicar (incluyendo en ésta, la elevacion a potencia
entera positiva); en las expresiones racionales fraccionarias se incluye

* Véase en las pags. 152-178 lo referente a las ecuaciones.
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(ademds dc las operaciones considcradas) la division por cantidades
basicas* (o la elevacion a potencia de exponente negativo); en las
expresiones irracionales se agrega la extracciéon de raiz de cantidades
basicas** (elevacion a potencia de exponente fraccionario); en las
expresiones exponenciales, la elevacion a una potencia que contiene
cantidades basicas***; en las logaritmicas, el clculo logaritmico de
cantidades basicas***.

En los ejemplos que se dan a continuacion las cantidades bdsicas
estan designadas con las ultimas letras del alfabeto (x, y, z, ...) y los
pardmetros por las letras iniciales del mismo (a, b, ¢, ...) o por las
intermedias (m, n, p, ...), donde las letras intermedias toman solo
valores enteros positivos.

2. Expresiones racionales enteras

EXPRESION EN FORMA DE POLINOMIO. Toda funcion racional entera
se puede expresar en forma de polinomio mediante transformaciones
elementales (reduccién de términos semejantes, suma, resta y multipli-
cacion de monomios y polinomios).

Ejemplo:

(— a3+ 2ax — x°) (4a>+ 8ax) + (a®x%+2a°x" — 4ax*) -

~(@*+4a’x* —4ax*?) = —4a° + 8atx —4a%y® — 8a’x + 16a°x* ~ 8ax*-|-

4 a’x?-

= —5a%+13a%x*— 2a%x® - 8axt.

DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EN FACTORES. En muchos casos un
polinomio se puede expresar como un producto de factores (de mono-
mios y polinomios), ya sea sacando factor comun, o mediante la agru-
pacion, la aplicacion de férmulas de multiplicacion y division abreviadas
o la aplicacion de las propiedades de la ecuacion.

Ejemplos:

1) Extraer factor comin:
8axly — 6bx3y*+4cx® = 2x*(day — 3bxy*+ 2¢x®).

* Como también la divisién por cxpresiones racionales enteras de cantidades
bisicas.

** Como también de las expresiones racionales enteras o fraccionarias de canti-
dades basicas.

**+ Como también las expresiones racionales e irracionales de cantidades bisicas.
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2) Agrupacion:
6471 xy —y* ~ 10xz — Spz = 6x%+ 3y — 2uy — y*~ 108z — Syz =

= 3Iv(2x+y) - y2x+y)—522x+y) = 2x+y) Bx—y - 52).

3) Uiilizacion de las propiedades de las ecuaciones algebraicas*.
Px) = x8—-2x%4-4x44-2x3—5x2, a) Sacamos el factor comin x:.

b) Estableccemos que los nimeros &, = 1 y &, = —1 son raices de la
ccuacion P(x) = 0. Dividiendo P(x) por x*(x—1(x+1) = xt--x2,
obtenemos cen el cociente x*—2x+5. En esta expresion p = —2,

q = 5,(p/2)*—q < 0, por lo cual P(x) no puede ser descompuesto en
mas factores recales. En consecuencia:

X0—2x 44t 2x3 - 5x2 = x¥x— 1) (x+ 1) (x2—2x-1-5).

FORMULAS DE MULTIPLICACION Y DIVISION ABREVIADAS

(k) = x££ 2xy+57,
(X H-y+2)? = x24 2422+ 2xy+ 2xz2 4 2yz,
(X+y+z+ o0 Ftu)? = x4 p2 4204 L et

+2xy+2xz+ ... +2xu+2pz+ ... +2pu+ ... +2a,
(xEy)® = x3£3x% 4+ 3xy% 153,
(x = y)" se calcula por la formula de Newton (véasc pag. 187).
(v Hy) (x=y) = xP—)%,
=y —y) = XM Ey R xn A i
Wy (x4 y) = Xt o xm =l xnedp o xynm2gpn-d

(jsOlo para n impar!)
"=y (x4 p) = xm-T—ammty g xn-Bpt o xpnmzoyn-l
(jsolo para n par!)

DETERMINACION DEL MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS POLINOMIOS. Dos
polinomios P(x) (de potencia n-ésima) y Q(x) (de potencia m-ésima)
(n = m) pueden tener factores comunes que contengan x; el producto
de estos factores se llama mdximo comuin divisor de los polinomios dados.
Si P(x) y Q(x) no tienen factorcs comunes, entonces éstos s¢ 1laman
primos cntre si (su maximo comun divisor == const).

* Véuase pag. 158.
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El maximo comun divisor de los polinomios P(x) y Q(x) se puede
encontrar, sin conocer su descomposicion en factores de la siguiente
manera (algoritmo de Euclides) :

1) Se divide P(x) por Q(x); el cociente es Ty(x) y el resto es Ry(x):
P(x) = Q(x)-Ty(x)+ Ry(x).

2) Se divide Q(x) por Ry(x); el cociente es To(x) y el resto es R,(x):
Q(x) = Ry(x)- Ty(x)+ Ry(x)

ctc. El ultimo resto R,(x) que es distinto de cero, es ¢l maximo comin
divisor de los polinomios P(x) y Q(x).

La determinacién del maximo comin divisor se aplica para la
resolucién de ecuaciones (véase en la pag. 160 la separacion de las raices
multiples; en la pag. 160 la aplicacién del método de Sturm, en las pags.
394-396, la integracion segiin el método de Ostrogradski y en algunos
otros problemas).

3. Expresiones racionales fraccionarias

REDUCCION A LA FORMA MAS SIMPLE. Toda expresion racional fraccio-
naria se puede transformar en la razén de dos polinomios sin factores
comunes mediante transformaciones elementales (sumas, restas, multi-
plicaciones de polinomios y fracciones y simplificacion de fracciones).

Ejemplo: Transformar a la forma mads simple:

3 Y
z a0, Xtz (Bxz+2x+y)z2
P S WA S = Pt
x(x’~'+ —,,)
z
+ —yfdxcbz o 3xz342x224y22 +(x322+x) (—yiz4+x+2)
z - X323+ xz -

_ 3xz342x224 22 —xBy2z3 - xyz+ x422 4 x2 4 x323 4 xz
- x3z3+xz :

SEPARACION DE LA PARTE ENTERA. La razén de dos polinomios con la
cantidad bésica comun x se llama fraccidn algebraica propia, si el grado
m del término superior* del numerador es menor que el grado n del
término superior del denominador, y se llama impropia si m = n. Toda
fraccién impropia se puede transformar en la suma de un polinomio y
una fraccién propia, mediante la separacion de la parte entera (division
de un polinomio por un polinomio).

* [is decir, del término que contience la potencia supetior de x.
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Ejemplo : Separar la parte entera dc
_ 3x%-10ax3+224a%x2 —24a3x + 10at
R(x) - . x2—2ax+3q2
3x%— 10ax®+22a%x2 - 24ax -+ 10at | x*=2ax i 3a?
4_ 3 242 |
3x 6ax+ 9ax | 3% —dax 1 Sa?
— 4ax®+13a%x* - 24ax

— dax®+ 8a%x®—12a%x B

Sa*x*—12a%x + 10a®

S5ax*—10a%x + 154*

— 2a%x— Sat

N ) - - 2a3x Sat
R(x) = 3x* ~4ax+ 5a° + s e Sl

DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES. Toda fraccidn propia
irreductible*

_ 0 _ boxmibxm-14+ ... +bh,
Rx) = P(x) ©  xttapxm—1% . | Ya, °

donde los coeficientes by, by, . . ., b, @y, 4y, . . ., a, son ciertos ndmeros
reales, (el coeficiente del término superior del denominador se hace
igual a 1 al dividir el numerador y el denominador por el mismo) puede
ser transformada de una manera tnica en una suma dc fracciones
. . A Dx+E 2
simples de la forma ook © GFrpxrar donde (%) —g < 0. De cste
modo, pueden presentarse cuatro casos**:
1) El denominador P(x) es tal que la ecuacién P(x) = 0 tiene solo las
raices reales simples*** «,, ..., @, La descomposicién se realiza
mediante la formula;

o) _ boxMm+ ... by _ .4 B C
PGy (x—a))(x—ay)...(x—ay) x—al+x—12+ -t X—ay’
donde los coeficientes A4, B, . . ., C se determinan por las formulas
_ 0= _ Oas) _ Q6w
4= Play) ” = Fay o O P'(a,)

* O sea, tal que su numerador y denominador no tienen factores comunecs que
contengan a x.

** Si no nos limitamos sélo a los numeros reales, entonces ¢l caso 3) no se diferen-

ciari del caso 1) y el caso 4) del caso 2). Desde este punto de vista, toda frac cién R(x)

solo sc puede transformar en una suma de fracciones simples de la forma (e
X o
siendo 4 y a nameros complejos. Esto se cmpleua en fa resolucion de ecuaciones dife-
reaciales lineales (véase pag. 527).

*** Véasc la pag. 158 lo referentc a fa multiplicidad de raices.

10 14016
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. . . P
(cn los denominadores figuran los valores de la derivada ilx para
X =0, X = O, ...).

X 6x2—x+1 A B c
Biemplo: *t 0 = 20 D Sis m=0 met oy
s=—1 QW) = 6x2—x+1' Pr(v) = 3a*—1; = ‘Q((g,) =-1
o _(©@- oW 1 R
B == Py 3y C= P(- =4 P T % I xot ! A’H )

Otro procedimiento para la determinacion de A4, B, ..., Ccs el método
de los coeficientes indeterminados (que es aplicablc a los cuatro casos).

Ejemplo:
(xx-'—_:\;-l—J _ ‘AV+>L>3_ ) {7C A1) By D Cx(x - 1)
x3—x  x 'x-1'x+l T x(xt—1)

Identificando los cocficientes de las potencias iguales de x de los numecra-
dores de ambos micmbros de la igualdad, se obtiene ¢l sistema dc
ecuaciones: 6 = A+B+C, —1=B-C, 1=-A; resoiviéndolo,
cncontramos para A, B y C los mismos valores que hemos hallado
anteriormente,

2) Las raices del denominador son reales, pero entre ellas hay multi-
ples. La descomposicion se efectia segin la féormula:

0(x) _ bpxmAbxm-i14 ... +bn 4 A
P(x) (x—al)kl (x—a,)ki N (,\‘—u,-)"i x—a; (x—a)?
Ay B B B o
G-epht x—ap G-w eagf T (x—ahi
: .ox+¥V A4 B B . By | eficeiontoc
Ejemplo. oo x - o1 t G=D) + GIDs’ los coeficientes

Ay, By, B,y Bjse hallan por el método de los coeficicntes indetermina-
dos.

3) Entre las raices del denominador hay complejas simples. La des
composicion se efectiia segun la férmula:

o _ boxm+byxm =1+ ... +b, _
P(x) (x—apft (x—ag)fs .. (2 +px+q) (2 +pex+aq) ...
A, A, Dx {1 E Fx4 G
-\"“l +(" ay)? P d N gy A pax gy
. 2 -2 4 Dyl .
FEjemplo: — * = e . Los coeficientes A, D.

(24 xt D Xl _‘\.~'l‘\1|~ .
E se¢ hallan por ¢l método dc los cocticientes indeterminados.
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4) Entre las raices del denominador hay complejas multiples. La
descomposicion se realiza mediante la formula:

o _ box™ +byx™ 14 ... 4 by _
Px) (x—a)ft (r—an)ft L (P 4pv gl (2 4pax e’ L.

S S ,,il,_ + + A__DJXJ:E‘_ ,_sz_+_E’__.

T oxeay  (x—ap)? ot x24pix+qy | (x2+pyx+qy)?

Dy x+E Fyx+G, Fx+Gp
G t@) adpaxtqs  (4paxd gt
. Sx2--4x+16 A D\x+E, D E,
Ejer.iplo: A = A Ptk | DextB: 4 D,

(x~§)_(.\:_2ix+l)3 x=3 "x® x4t (EFex+D)E
E,, D., E, se hallan por el método de los coeficientes indeterminados.

TRANSFORMACION DE PROPORCIONES. De la proporcion = = £

b
. b d b ! ol
deducen igualdades ad = be, < = =, £ = £, 2 = :— , y también

¢ 4’ b a a
las proporciones derivadas:
ath _ ckd  atb _ ckd  atc bid  atb  ctd

y SC

b T Td ? a c c  d? a—-b  c=d*
. . a a»
De la igualdad de varias razones -b‘- === —Z“- se¢ deduce
1 2 "

que
atat . tdn @
bytbst ... 4D, by

4. Expresiones irracionales; transformacion de potencias
/
y raices

REDUCCION A LA FORMA NORMAL. Toda expresién irracional sc puede
reducir a la llamada forma mormal: 1) reduciendo el indice de la raiz,
2) sacando fuera del signo de la raiz, 3) racionalizando el denominador.

La reduccion del indice de la raiz se efectua simplificando por el
maximo comun divisor del indice de la raiz y de los exponentes de
todos los factores que yacen bajo el signo radical (previamente, la
expresion subradical se descompone en factores).

Ejemplo: V/16(x"—2x" + x19) = v/ x> (x— 1) = v/Ax*(x—1).

Se pueden sacar fuera del signo de la raiz aquellos factores X cuyos
exponentes m son mayores o iguales al indice n de la raiz. Entonces m se
divide por n y X se saca fuera de la raiz con el exponente del cociente,
quedando la cantidad subradical con el exponente del residuo de esta
division,

10*
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Ijemplo : \3,/ 324y 8200% = Q)oY \1/ 4z,

La racionalizacion del denominador se cfectia de maneras distintas.

Ejemplos :
2xy \/Z\y
DRV 2 \/4y= = ’
3,
2xp%z vV 2xytz .
2) \/ i) ’\/ yﬁ 3= T
3) x—Vy 'i\/;
iV GV GV |ty
8) 1 2oxVy+ VR _ eexVIHVRE
B P Y 3, 3,y ’
vy Gavy) Ge—xv/s+ vod) Aty

Ljemplo : Reducir a la forma normal

TR wvE _ wvAVERYE)
\/u Vo \/(ﬂ—m’ Viovx PP

L3y Vx4

2-x °

TRANSFORMACION DE POTENCIAS Y RA[CES.

Am . CONB . X\® xn
.me" —- xﬂH u’ ‘” = xm™ u, (A‘})u — '\nyu’ (_JT) — »}"A ;

(.\'"’)'l oy, (*)
np=m g n —\-—_\n/;
\/x = '\/x \/}’ ’ ’\/—; = {l’/i";’
V= Q0" N/ Vx =W,

GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE EXPONENTE. Por convencién se
considera que:

1 - -— 1
xﬂ = I, X" = U x'l/n — \"/x, xmin — ,\"/xm, x—min = T
Vxm
Para los exponentes nulos negativos y fraccionarios son validas las

mismas férmulas de transformaciones (%) que para los exponentes
positivos enteros; esto permite frecuentemente simplificar los calculos.
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Ejemplo

(V- Vx4t /x4 V) (V= x /X = ¥/w5) =
= (M2 XU 4 x84 XTI2) (X112 - x1/34 xUA - x5ie) —
= X+ X064 x84 4 x13/02 _ x5/6 _ x _ x13/12 _ x1lipz 4
X3 M2 oy xSI6 1112 G312 576y —

5 , 475 1295 12700 47 g
= XS 11212y y3a Ay N/ R G

5. Expresiones exponenciales y logaritmicas

La transformacion de expresiones exponenciales de la forma a* se

efectua por férmulas andlogas a (x):
a‘av = g*tv; Zi: =a*v; (@Y =av;, ~a&=a,

cn este caso x e y pueden tomar cualesquiera valores numéricos. Las
expresiones exponenciales en cuyas bases figuran cantidades distintas:
as, by, ¢, ..., se pueden transformar en expresiones con bases comunes,
empleando la identidad b = a'°¢ @*.

Ejemplo : Representar (a*b¥) : ¢* en forma de una potencia de a.

%[;! — Ezgflol%ga‘}aj' =az+ylogab—zlagac.

Toda expresion que no contenga suma ni resta de potencias se puede
reducir a semejante forma.

La expresién €%, en que e es la base de los logaritmos naturales
(véase mds abajo), se designa a veces exp (x).

LoGaritMos. Logaritmo A de base a del nimero N (se designa
A = log, N) se llama el exponente de la potencia a que sc debe elevar
a para obtener N. Por consiguiente, de la igualdad at = N se deduce
que log, N = A4y, reciprocamente, de la segunda igualdad se deduce la
primera.

Todo nimero positivo tiene su logaritmo para cualquier base positiva
(a excepcion de la unidad); los logaritmos de los diferentes nimeros
para una misma base a, forman un sistema de logaritmos en esta base.
Conociendo los logaritmos de los niimeros en una cierta base a, se
pueden determinar los logaritmos de estos niimeros en otra base b segun
la formula

log, N = M-log, N, donde M = fo—l

b (mddulo de conversion)*.

* Es conveniente emplear la sieuiente férmula, que es ficil de recordar: log, N =
log N . . .
= E)—g;f, en que en el segundo miembro figuran los logaritmos en cualquier (en
a
una misma) base.
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Propiedudes fundumentales de los logaritmos en una misma base a
(a = 1)
—~oco si a1,
g, | =0; log,a—1; log, 0~ .
log, g, ;3 log, oo si a=1;

log(N,-N,) — log Ny+log N,; log ]2:]‘ = log N;~log N2;|
n- - 1 Ok +)
log(N") = nlogN; logv/N = - log N. I

Se llama logaritmacién de una cantidad dada a la busqueda de su
logaritmo*; la busqueda de la cantidad por su logaritmo se Hama
potenciacion.

Sistemas de logaritmos empleados: los decimales o de Briggs de basc
10 se aplican generalmente en los calculos (designacion: logy, N = Ig N),
y los naturales o neperianos (hiperbdlicos) de base ¢ = 2,71828 .. . **
(la designacion es: log, N = In N).

Moé6dulo de conversion de los logaritmos naturales a decimales:

M=lge= 1 ~ 043429, IgN =0,43429 In N.
Modulo de conversidn de los logaritmos decimales a naturales:
My=4;=In10 = ig'z ~2,30259; InN = 2,30259 Ig N.

Propiedades de los logaritmos decimales. Los logaritmos decimales
se anotan en forma de fracciones decimales con exactitud hasta de una
cifra decimal determinada; su partc entera se llama caracteristica del
logaritmo y la fraccionaria mantisa, por ejemplo: 1g 324 = 2,5105;
la caracteristica es igual a 2 y la mantisa es 0,5105. Los niimeros que sc¢
obtienen del dado multiplicando o dividiendo por 10* (por ejemplo:
3240; 324 000; 3,24; 0,0324 se obtienen de 324), tienen logaritmos deci-
malcs con igual mantisa (0,5105). La mantisa se busca en la tabla de
logaritmos***, sin atender a la posicién de la coma y a la cantidad de
ceros que tenga el numero a la derecha y a la izquierda. La caracteristica
se determina por la regla: 1) si el nimero es > 1, la caracteristica es

* Sz llama logaritmacion a la transformacién de las expresiones logaritmicas
segun las formulas (* % ),0sea,alaexpresidon del logaritrno de una expresion compleja
mediante los logaritmos de las cantidades que figuran en dichas expresiones (véase
pig. 151).

** Véanse cn la pag. 324 la definicién del namero e.

*+% Véanse en las pags. 49-50 las tablas de logaritmos decimales (mis exacta-
meate, las tablas de mantisas); véanse en las pags. $1-52 las tablas de antilogaritmos
(es decir, de los nimeros segiin las mantisas dadas); véanse en las pigs. 63-65 las
tablas de logaritmos naturales.
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igual al numero de sus cifras que yacen ante la coma menos una unidad,
2) si el nimero es < 1, la caracteristica es negativa y es igual en valor
absoluto al nimero dc ceros que hay a la izquierda, incluyendo cl cero
de los enteros. Por ejemplo: 1g 3240 = 3,5105; lg 324 000 == 5,5105;
‘g 3,24 = 0,5105; lg 0,0324 = 2,5105. El signo «—» se pone sobre la
caracteristica, puesto que la mantisa es positiva; tal forma artificial
“incompleta” del logaritmo negativo se puede transformar en “comple-
ta” por las reglas: 1) el valor absoluto de la caracteristica del logaritmo
negativo incompleto es una unidad mayor que cl valor absoluto de la
caracteristica del logaritmo negativo completo; 2) las cifras de la mantisa
sc¢ completan hasta 9 y su ultima cifra significativa (que no ¢s cero)
hasta 10; los ceros del final quedan en el mismo lugar.

Ejemplos: 32,5105 = -—1,4895; —3,2780 = 4,7220.

Frecuentemente (cspecialmente en las tablas), para evitar los signos
diacriticos, se agrega el numero 10 al logaritmo negativo incompleto.
Por ejemplo, en lugar de 1,324 se escribe 9,324.

LA TRANSFORMACION DE LAS EXPRESIONES LOGARITMICAS (LOGARITMA-
CION) se cfectla seghin las formulas(¥ % )*.

3, -
Ejemplo: Calcular el logaritmo de la expresion —3-';—2:_[—‘\/3}' -
3x2 s 3/~
log 25y, = log(3x2V/y)—log 2zu?) =

=log3+2logx+1/3logy-log2—log:z—-3logu.

Frecucntemente se cmplea la transformacion inversa, es decir, la
representacion de una expresion quc contiene varios logaritmos de di-
ferentes cantidades en forma del logaritmo de una expresion.

Ejemplo :

3, -
1 Ity y
log 3+2log x5 logy—log 2—log z -3 log u = log EARS

2:ud

Véase en las pags. 133-140 lo referente a la regla de célculo.

¥ Para ¢l calculo logaritmico de expresiones guc representan upa suma o una
diferencia, previamente sc les debe transformar en expresiones mids comodas para la
logaritmacion (¢s decir, quc contengan productos y cocicntes).
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B. ECUACIONES

6. Transformacion de ecuaciones algebraicas a la forma candnica

DEFINICION. Se llama ecuacion con una incognita
F(x) = f(x)

a la igualdad de dos funciones de una misma cantidad variable, que
so6lo es valida para ciertos valores dcterminados de esta variable*. La
variable que figura en la ecuacién se¢ llama incdgnita y los valores
(xy, X, ..., X,) que la satisfacen se llaman raices o soluciones de la
ecuacion. Dos ecuaciones se llaman equivalentes si tienen las mismas
raices.

Una ecuacion se llama algebraica, si cada una de las funciones
contenidas en ella F(x) y f(x) es algebraica (racional o irracional). Una
de estas funciones puede ser constante.

De toda ecuacion algebraica mediante transformaciones algebraicas
puede ser obtenida una ecuacién en forma candnica:

P(x) = agx"+apx" 1+ ... +a, = 0**

(aq sc puede igualar a 1) que tiene las mismas raices que la dada (y,
posiblemente, algunas extrafias, véase mas abajo).

El exponente n se llama grado de la ecuacion.

Ejemplo : Transformar a la forma candnica la ccuacion

x—1+vV%=6

x—-3
3(x—2) =1+

Las transformaciones sucesivas dan:
x(x—1+Vx2=6) = 3x(x—2)+3(x—2) (x—3);
X —x+x1V/xP=6 = 3x2—6x+3x2—15x+ 18;
xAV/X2=6 = 5x2—20x+ 18;
X%(x*—6) = 25x%—200x3+ 580x2 — 720x +324;
2454 — 20023+ 586x2~ 720x -+ 324 = 0 (forma canodnica).

Por lo tanto, la ecuacion dada es de cuarto grado.

* Si ta igualdad os vialida para cualquicr valor de la variable X, entonces sc lhama
identidad.
¥ Aqui y en lo sucesivo, fos cocficientes ay, @y, ... sc suponen reales, a cxeep-

cion de los casos cn que se haga mencién cspecial.
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UN SISTEMA DE 71 ECUACIONES ALGEBRAICAS es un conjunto de n igual-
dades que son validas solo para grupos determinados (xy, y,, ..., zy;
Xa, ¥, ...y 22y ...) de valores de las incognitas (x, y, ..., z); cada
uno de tales grupos (todo el conjunto) se lama solucion de este
sistema. Todo sistema de ecuaciones algebraicas puede reducirse a la
forma cancnica:

Pix,y, ..} =
P2(x, Vs . -)

Px,y,...)=0,

donde P; ¢s un polinomio con respecto a x, y, z, . ..
tjemplo : Reducir a la forma canénica el sistema

1 L x—1
N -To= o, AT o z, 3) xy =z
) Vy z )y—l \/' ) x z
La forma canénica es:

1) x*%2%~y =0, 2) x®-2x+1-3%42yz—2z=0, 3) xp—z=0.

Raices EXTRANAS. En la reduccidn de una ecuacidn algebraica a la
forma canodnica P(x) = 0 pueden presentarse casos en que P(x) =0
tcnga soluciones que no verifiquen a la ecuacion inicial. Estos casos
son de dos tipos:

L. Anulacion del denominador. Si la ccuaciéon tiene la forma de
fraccion

P(x)

Q(x)
donde Py Q son polinomios, entonces multiplicando ambos miembros
de la igualdad por el denominador, obtenemos la ecuacién en forma
canonica

= 0, M

P(x) =10 6]

cuyas raices son todas las mismas que la de la ecuacién (1), a excepcion
del caso en que alguna raiz x = « de la ecuacién P(x) = 0 sea también
una raiz de la ecuacion Q(x) = 0. Entonces la fraccién se debe simplificar
previamente por x —« [0 por (x —a)k, si esto es posible]; en caso contra-
rio, P(x) = 0 contendr4 la raiz x = , que no es raiz de la ecuacion ()
0 que es raiz de la ecuacion, pero de multiplicidad menor*.

Ejemplos :
n 2!

x—1 x—1

* Véanse en la pig 158 el orden de la multiplicidad de la raiz.

1)
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si no sc simplifica por x-1 vy s¢ climina ¢l denominador, cntonces
resulta la ccuacion x¥- 1 -- 0 cuya raiz v, 1 no verifica la ecuicion

(1), ya que su denominador se anula.

= 0; (29

si no se simplifica por (x—1)* y se elimina ¢! denominador, entonces
resulta la ecuacion (x—1)* = 0, que tiene la raiz multiple de orden
tres x; = I, mientras que (?) tiene la raiz simple x=1.

11. Ecuaciones irracionales. Si 1a ecuacion dada contiene la incognita
bajo el signo del radical, entonces reduciéndola a la forma canénica,
obtenemos una segunda ecuacidon que a veces puede contener raices
que no verifiquen a la ecuacion inicial. Por esto, después de resolver
la segunda ecuacion se debe hacer la prucba, reemplazando sus raiccs
en la ecuacion inicial.

Ejemplo :
VXFT+1=2x 6 Vx47=2x~1 (1
x+7=Qx-1)? 6 4x>*-5x—6 = 0. 27
Las raices de la ecuacion (2”) son: xy = 2, x, = _%. ; Xy verifica a la

ccuacion (17') ¥ x, no la verifica (en la ecuacion (1) 1a raiz se interpreta
en ¢l sentido aritmético).

7. Ecuaciones de I¢7, 290, 3°r y 4'° grado
FCUACION DE PRIMER GRADO (ecuacion lineal). La forma candnica es:
ax+b = 0.

, , . . i b
Nimero de soluciones: siempre tiene una solucion real x; = — -
ECUACION DE SEGUNDO GRADO (cuadrdtica). La forma canénica es:
ax®*+bx+c = 0 6 (después de dividir por a) x*+px-+q = 0.
E! niimero de soluciones reales dependc del signo del discriminante D,

que cs igual a 4ac—~b% 0 g - ’: :

si D < 0, se tienen dos soluciones (2 raices reales),
si D = 0, se tiene una solucion (dos raices iguales)
si D > 0, se tienen cero soluciones (2 raices imaginarias).
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Resolucion de las ecuaciones cuadrdticas. Primer procedimiento. Es la
descomposicion en factores (si es posible) del primer miembro de la
ecuacion:

axt+bx+c = a(x-a)(x—f) 60 xX*+px+q=(x-a)(x-p);
as raices de la ecuacion son: x; = a, x; = f.
Ejemplo: x*+x—6 =0,x2+x—6 = (x+3) (x—2);x, = —3,x, = 2.
El segundo procedimiento consiste en la aplicacion de formulas.
a) Para la forma ax*+bx+c = 0;

b */\/.(h)z ac
b+ VB dae gty (3) e
bEVE ke o 2 viel ™

Xy 2 = 2a Xy, 2= a

(es conveniente ¢cmplear la Gltima formula, cuando b s par);
b) Para la forma x*+px-+q = 0;

Propicduades de las raices de la ecuacion cuadrdtica:

b . ¢
XphXy =——=—=p; XXy = =(.

ECUACION DE TERCER GRADO (cubica). La forma canoOnica cs:
ax3+bx*+cx+d =0

o (dividicndo por a y reemplazando x por la nucva variable y - .\‘+§b7’):

Y+3py+29 =0, (%)
donde

23 be d 3ac-- b*

U= m3atT Y ¥ T

Niimero de soluciones reales de la ccuacidon (%) depende del signo
del discriminante D = g%+ p®.
si D > 0 la ecuacidn tienc una solucion (una rcal y dos imaginarias);
si D < 0 la ccuacion tienc tres soluciones (tres raices reales distintas);
si D = 0 la ecuacidén tienc una solucion para p = ¢ == 0 (tres raiccs
nulas iguales) y dos soluciones para p* = —¢* ¢ 0 (de las tres
raices reales dos son iguales).
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Resolucion de las ecuaciones cubicas. Primer procedimiento ¢s la
descomposicion en factores (si es posible) del primer micmbro de la
ccuacion:

axd+bxi4ex+d = alx—e) (x—f) (x--);
las raices de la ccuacion son: »y = a, x, = fi, x3 = .

Ejemplo: x*4-x*—6x = 0; x3+x*—6x = x(x+3)(x--2); x; . 0,
Np=—3, xy3 = 2.

El segundo procedimiento consiste cn la aplicacion de fa formulu
de Cardano {para la forma (%)]:

Y1 = U, yg = £, Y3 = U EED.

| 2 A g— 3
donde u = \/-q+\/qz+p3, v = \/—q-\/q2+p3; €4y € son las
raices de la ecuacion x*+x-+1 = 0, es decir &y, » = — 541 —V,z .

En el caso D = g*+p? < 0, las tres raices reales de la ccuacion s¢
cxpresan mediante cantidades complejas y es mas util emplear el fercer
procedimiento.

Ejemplo: y*4+6y+2:=0. Aqui p=2, q=1; ¢*tp*:=9;
w153 =4/2=12599,0 =4/ ~1-3 = /-4 =-1,5874.

La raiz real es: y, = u+v = —0,3275; y las raices complejas son:

Ve g = —%(uw)z%z?g?- (- ) = 0,1638+i-2,4659.

El tercer procedimiento consiste en aplicar valores auxiliares, calcu-
lados mediante tablas. En la ecuacion (%) haremos r = .t \/[pl ;ocl
signo de r debe coincidir con cl signo de g. Entonces, cl valor auxiliar
¢ y mediante éste las raices yy, ¥, € ¥3, se detcrminan en relacion con los
signos de p y D = g%+ p?® segun la siguiente tabla:

p=<0
p=>0
*+p3=0 g tp3>0
q q . a
cosg = -3 cho =73 she =4
¥y =—2rcos ¢[3 y1 ==2rcho/3 y1 = —2rshe/3
ya =+2r cos (60°—¢/3) ys =rche/3+ ye =rshop/3+
4i 4/3rsh /3 44/ 3rch g3
rq = 12rcos (60”1 ¢f3) ryy=rche/3- yg=rshg/3 -
i\ 3rshgf3 iV rchg /3
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Ejemplo: y*~9y+4 = 0.
p=-3 q9=2; ¢4+p*<0;
V3 =1,7321, cosp=2:34/3=0,3849; ¢ = 67°22";

r —
y1=—24/3 cos 22° 27 = —3,4641-0,9242 = —3,201;
Y2 = 24/3 cos (60°—22° 27") = 3,4641-0,7929 = 2,747;

¥3 = 24/3 cos (60°+22° 27°) = 3,4641-0,1314 = 0,455.

Comprobacion (véanse las propiedades de las raices):
Yi+ye+y; = 0,000 envezdeO.
El cuarto procedimiento es la resolucién aproximada de la ccuacion

(véanse mas abajo las pags. 163-165).
Propiedades de las raices de la ecuacion ciibica:

b 1 1 1

xl+x2+x3=—7, et

ECUACION DE CUARTO GRADO. La forma candnica es:
axt+bx3+cxt+dx+e = 0.
El nimero de soluciones reales (distintas) es desde 0 hasta 4.

Si b = d = 0, las raices de la ecuacién ax*+cx?+e = 0 (ecuacion
bicuadrada) se determinan seguin las féormulas:

. otV e
X1,2,3,¢ =i\/}’- y = —C#-

c .o d
'-———*(l—, X1 XgX3 ==

Sia = ey b = d, las raices de la ccuacion (reciproca)
ax'+bx*+cxt+bx+a=10
se determinan segun las formulas:

y+V)yt=a _ —b++V/bi4act8at
1,234~ ) » Y= 22 .

Resolucion de la ecuacion de cuarto grado de tipo general: el primer
procedimiento es la descomposicion (si es posible) en factores del primer
miembro de la ecuacion:

axt+ bx3+cx?+dx+e = a(x—o) (x—B) (x—y) (x—8);
las raices de la ecuacion son: x; = o, x, = f, x3 = ¥, x, = 4.
Ejemplo :
-2 X200 x(E - 1) (v =2) - x(e- D (v D) (x=2);
x1=0, Xg = 1, .X;,’—“—l, Xy = 2.
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Segundo procedimiento. Las raices de la ccuacion M DbaP et dy -
+e = 0 (a = 1) coinciden con las raices de las dos ecuaciones cuadra-
ticas.

9 - b "‘I
B+ 5+ (r+2) = 0,

donde A = +1/8y+b2—4c e y es una raiz real cualquicra de la ccuacion
cubica
8y3—4cy?+ (2bd—Be)y +e(4c—b¥)—d* = 0.

FEl tercer procedimiento es la resolucién aproximada de la ceuacion
(véanse las pags. 163-165).

LAS ECUACIONES DE QUINTO GRADO y de grado superior cn el caso
general no pueden ser resueltas por radicales.

8. Ecuaciones de n-ésimo grado

PROPIEDADES GENERALLS DE LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS. El primer
micmbro dc la ccuacién

xr+apxni4 L. +a, = 0* )

lo designaremos por P(x); la raiz de la ccuacion P(x) = 0 sc Hama raiz
del polinomio P(x). Si « es una raiz de P(x) = 0, entonces P(x) cs di-
visible por (x—a); en general, el resto de la division de P(x) por (x—e)
cs igual a P(x). Si P(x) es divisible por (x—0o)* y no lo es por (x—a)*11,
cntonces « s¢ llama raiz miiltiple de orden k de la ecuaciéon P(x) = 0; cn
cste caso, o es una raiz comun del polinomio P(x) y de sus derivadas
hasta el orden (k —1) inclusive. La raiz multiple de orden uno se llama
también raiz simple. Teorema fundamental del dlgebra: toda ecuacion
de n-ésimo grado, cuyos coeficientes son niimeros reales o imaginarios,
ticne n raices reales o complejas, si cada raiz k-ple s¢ cuenta por k raices.
Si las raices de P(x) son iguales a &, B, , ... y sus ordenes de multipli-
cidad respectivos son k, /, m, ..., entonces

P(x) = (x—a)f (x=p)y (x=»)" ... (%)

Se puede simplificar la bisqueda de las raices de la ecuacion P(x) = O
reduciéndola a la resolucion de una ecuacién que tenga las mismas
raices que la dada, pero de orden uno. Esto se consigue descomponiendo
el polinomio P(x) en dos factores:

P(x) = O(x) T(x),

* [| cocliciente ay del término de grado superior fo hacemos igual a | (dividiendo
toda la ccuacion por cste coeficientc).
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donde Q(x) = (x—a)~'(x~p)-t ..., T(x) = (x—a) (x=F) ...; Q(x)
se determina como el maximo comtn divisor (véase pag. 143) de los
polinomios P(x) y P'(x) (la derivada) y T(x) se obtiene dividiendo P(x)
por Q(x).

Relacion entre las raices de la ecuacion y sus coeficientes. Si x,,
X3 - .., X, SOND todas las n raices de la ecuacién (1), entonces

X1+ X2+ ... X, = Z X; =—ay.
f=1

X Xa+ XX+ .. A Xy Xy = ;\j xx; = ay,
% 2!
ti<j)
n
X1X X3+ X1 XpXgt oo+ Xy gXy o1 Xy = 5_; XXX, = —ag.
i fE=1
(i<f<k)

X1 Xg ... X, = (=1"a,.

ECUACION DE COEFICIENTES REALES. Las raices complejas de una
ecuacidn de coeficientes reales sélo pueden ser conjugadas dos a dos,* es
decir, si una ecuacion tiene la rai. a = a+bi, entonces también tiene
la raiz § = a—-bi y, ademas, del mismo orden de multiplicidad. En este
caso, el producto (x —a) (x—B) da

(x—a)(x—p) = x*+px+gq, )
donde

p=—(+p) =—2a, q=oaf =a®+b?% de donde se deduce que
P

(—2—)’—11 < 0. Sustituyendo en la férmula () el producto de cada par

de tales factores segtin la férmula (1), resulta la descomposicion del
polinomio de coeficientes reales en factores reales:

P(x) = (x—a))" (x—ap)" ... (2 +prx+g)" (x2+pax-tg)t ...,
(% %)

en que todos los valores «;, p;, g, son reales y (’;‘)z—q,. < 0.

Niimero de raices reales de una ecuacién de coeficientes reales. De lo
anterior se deduce que toda ecuacién de grado impar tiene por lo menos
una raiz real.

El nimero de raices reales de la ecuacién P(x) = 0, comprendidas
entre dos nimeros cualesquiera a y b(a < b) que no sean raices de la

* Véanse en la pig. 568 los niimeros complejos conjugados.
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ccuacion dada, puede determinarse exactamente por el siguiente pro-
cedimiento:

1) Se separan las raices multiples de la ecuacién P(x) = 0, es decir,
se obtiene una ecuacion que tenga las mismas raices que la dada, pero
simples*. En lo sucesivo, designaremos por P(x) una ecuacidn que
no tenga raices multiples.

2) Se forma la serie de funciones de Sturm:

P(x), P'(x), Py(x), Pux)...P, = const.

donde P(x) es el primer miembro de la ecuacién dada, P'(x) es la
derivada, P;(x) es el resto de la divisiéon de P(x) por P'(x), tomado con
signo contrario; Py(x) es el resto de la division de P’(x) por P,(x),
tomado con signo contrario, etc.; P, es el ultimo resto (= const)**.
3) Se calcula el nimero A4 de variaciones de signos (es decir, de los
cambios de «-+» por «—» y viceversa) cn la serie de nimeros

P(a), P’(a)’ Pl(a)y Pz(a)s e Pm
y el numero B de variaciones de signos que presenta la serie de nimeros
Pb), P'(b), Pyb), Pyb),...,P,***.

La diferencia A - B es igual al numero pedido de raices reales de la
ccuacion P(x) = 0 en el intervalo [a, b] (teorema de Sturm).

Ejemplo : Determinar el nimero de raices de la ecuacion x#—5x°
+8x -8 = 0, comprendidas entre 0 y 2.
El céalculo de las funciones de Sturm nos da:

P(x) = x'~5x2+8x—8; P'(x) = 4x®—~10x+8, Py(x) = 5x>—12x+16.
Py(x) = —3x+284, P,=—1.

La sustitucion x = 0 da la serie de nimeros: —8, +8, 416, +284,
—1 (2 variaciones) la sustitucion x = 2da: +4, +20, +12, +278, —1
(1 variacion), A—B = 2—1 = 1, es decir, entre 0 y 2 hay una raiz.

El niimero de raices positivas de la ecuacion P(x) == 0 no es mayor
que el nimero de variaciones de signos que presenta la serie de coefi-
cientes del polinomio P(x) y puede diferenciarse de este nimero s6lo
¢n un nimero par (regla de Descartes).

* El procedimiento de obtencion de tal ecuacion estd indicado mads arriba. Pricti-
camente, se puede comenzar no con la separacion de las raices multiples, sino con la
busqueda inmediata de las funciones de Sturm: si P,; no es const., P(x) tiene raices
multiples y éstas deben separarse.

** Para simplificrr los calculos, los restos encontrados se deben muitiplicar por
factores positivos constantes, lo cual no varia el resultado.
*#%# Si algunos de estos numeros son iguales a cero, entonces, al calcular las varia-
ciones de signos, éstos se omiten.
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Ejemplo: La ecuacién x*+2x%®—x2+4+5x—1 = 0. La sucesién de los
coeficientes de esta ecuacion tiene los signos: + + — + —, es decir,
el signo varia tres veces. Segun la regla de Descartes esta ecuacion tiene
tres raices positivas o una. Como al sustituir x por — x las raices de la
ecuacién cambian su signo y al sustituir x por x+#A disminuyen en 4,
mediante la regla de Descartes se puede acotar tanto el nimero de
raices negativas, como el niimero de raices mayores que A. En nuestro
ejemplo la sustitucién de x por —x da x*—-2x*—x*—5x—1 =0, es
decir, la ecuacibn tiene una raiz negativa. La sustitucién de x por x+1
da x*+6x+11x*+13x+6 = 0, es decir, todas las raices positivas de
la ecuacién (en total 1 6 3) son menores que la unidad.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE n-ESIMO GRADO. Si n > 4, en el
caso general la resolucién s6lo se puede efectuar aproximadamente;
préacticamente, los métodos de aproximacién se aplican para la resolu-
cién de ecuaciones de tercer grado y, especialmente, de cuarto grado.
Para la bisqueda simultdnea (aproximada) de todas las raices de una
ecuacion algebraica de n-ésimo grado (incluyendo las complejas) puede
aplicarse el método de Lobatchewski. Para el célculo de algunas de las
raices reales, de las ecuaciones algebraicas pueden aplicarse los métodos
generales de resolucién aproximada de las ecuaciones transcendentes
(véanse las pags. 163-165 mas adelante).

9. Ecuaciones transcendentes

DEeFINICION. Una ecuacién F(x) = f(x) se llama transcendente, si
por lo menos una de las funciones F(x) o f(x) no es algebraica.
Ejemplos:

1) 3% = 4%-2.27 4) senx = cos’x~%,

2) 2%l = gE2_g4m-2 5) 3chx=shx+9,
3) 2logs 3x—1)—logs (12x+1) = 0, 6) xcos x = sen x.

En algunos casos la resolucion de las ecuaciones transcendentes se
reduce a la resolucién de ecuaciones algebraicas con la ulterior aplicacién
de las tablas; en general, las ecuaciones transcendentes sélo pueden ser
resueltas aproximadamente.

ALGUNOS CASOS DE ECUACIONES TRANSCENDENTES QUE SE REDUCEN A
ALGEBRAICAS.

Ecuaciones exponenciales. La incognita x o P(x) (polinomio) figura
s6lo en los exponentes de las potencias de ciertas bases a, b, ¢, ....
Tales ecuaciones se reducen a algebraicas en los siguientes casos:

11 14016
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1) Si con las potencias a”®, bF@, ... no se efectian sumas y
restas, a Ja ecuacion se le pueden aplicar logaritmos de cualquier
base.

Ejemplo :

3T = 4%-2.2%; xlog3 =(x—2)logd+xlog2;
2log 4

x= log4—log3+log2 °

2)Sia, b, ¢, ... son potencias enteras o fraccionarias de un mismo
numero k (a = k%, b = kP, ¢ = k”, ...), entonces haciendo y = k*
resulta en ciertos casos una ecuacidn algebraica con respecto a y;

resolviéndola se determina x por las tablas: x = —;—s—;‘i .
. 9z-1 _ Qz-2__Ax—-2. 2_’_2_“_2’_’ 1 z =
Ejemplo: 2*-1 = § ¥ S =T haciendo 2% = y, re-

sultay®—4y2-32y =0y y; = 8,y, = —4,y, = 0;201 = 8,20 = —4
2z = 0, de donde x; = 3; no existen otras soluciones reales.

Ecuaciones logaritmicas. La incognita x o P(x) (polinomio) figura
solo bajo el signo del logaritmo. Tales ecuaciones se reducen a algebrai-
cas en los siguientes casos:

1) Si la ecuacién contiene el logaritmo de una misma expresion;
tomando en este caso este logaritmo como una nueva incOgnita, se
resuelve la ecuacion algebraica obtenida y se eleva a potencia la solucion
hallada.

Ejemplo: m [log, PG +n = a+/[log, P(x)I* + b. El reemplazo de
log, P(x) por y da la ecuacion my*+n = a/y*+b; hallando aqui y,
resulta una ecuacion para la determinacion de x: P(x) = av.

2) Si la ecuacién contiene una combinacion lineal (de coeficientes
enteros) de logaritmos en una misma base de las expresiones que
representan polinomios en x:

mlog, Py(x)+nlog, Py(x)+ ... = 0.

En este caso las expresiones de ambos miembros de la igualdad se
reducen (cada una) al logaritmo de una sola expresion; la igualdad
obtenida se eleva a potencia.

Ejemplo: 2logs 3x—1)—logs (12x+1) = 0, log; 1
(13—'2\;: :? =1, x; = 0, x, = 2; la solucién x; = 0, al reemplazarla en la

expresién dada, da el logaritmo de un nimero negativo (imaginario) y
por esto no se considera.

Ecuaciones trigonométricas (reducibles a algebraicas). La incognita
x 0 nx+a (n es entero) figura s6lo bajo el signo de las funciones trigono-
métricas. Entonces, empleando las formulas trigonométricas, se reduce

(3x—1)2

= logs 1;
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la expresioén sélo a una cierta funcién de x, al reemplazar esta funcién
por y resulta una ecuacién algebraica. Resolviéndola, se determina
generalmente x por las tablas. Hay que tener presente que la solucién
suele ser multiforme.

1

. 1
Ejemplo: senx = cos®x—; en otraformasen x=1—sen*x— — ;

w s

haciendo sen x = y, obtenemos y’+y—% =0y y= %, yr=—5.
La solucién y, no da soluciones reales de la ecuacién dada (|sen x| = 1);
n= % da x = %+?Jm y x= 5?"4-2kn (k son nimeros enteros).

Ecuaciones hiperbédlicas.* La incognita x figura sélo bajo el signo de
las funciones hiperbélicas. Reemplazando las expresiones de las funciones

hiperbo6licas mediante las exponenciales y designando e* = y, e~* = i,
la ecuacién se reduce a una algebraica con respecto a y; por las tablas
se hallax = In y.

Ejemplo: 3 ch x=sh x+9; 3(5’;—'_=)="_'_'

9 e 279 = 0;

y+2-9=0, y-9+2=0; yoa= VB =Y

~ 2,1716, xy = In 9‘;/’3 ~ —1,4784.

RESOLUCION APROXIMADA DE ECUACIONES. Los métodos indicados
aquf para la resolucidn aproximada de ecuaciones son aplicables tanto a
las ecuaciones algebraicas como a las transcendentes. El proceso del
cdlculo de las raices se divide en dos partes: 1) bisqueda de valores
aproximados groseros de las raices y 2) precisién de las aproximaciones
groseras encontradas.

ACOTACION GROSERA DE LAS RAICES. Si f(x) es una funcién continua**
y f(a), f(b) tienen signos diferentes, entonces entre a y b hay por lo
menos una raiz de la ecuacién f(x) = 0. Dando a a y b diferentes
valores siempre se puede obtener un intervalo suficientemente pequefio
en el que habra una sola raiz de la ecuacién considerada. EI método
grdfico es aplicable si la ecuacion se puede representar en la forma
@1(x) = @y(x), y si las graficas de las funciones @,(x) y @a(x) pueden
construirse ficilmente. Entonces las raices de la ecuacion son iguales a
las abscisas de los puntos de interseccién de las curvas y = @,(x) e
¥ = @ax).

Ejemplo. Las raices de la ecuacién x cos x = sen x (ademds de la raiz

evidente x = 0) son aproximadamente (2k+1) % (donde k = +1,

* Esta denominacién no estd generalmente admitida,
*® Véanse las pags. 327-329.

11*
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y +2, ...); puesdicha ecuacion pue-
‘ de escribirse en la forma x =tgxy
sus raices corresponden a los pun-
tos de interseccion de la recta y=x
con la tangentoide y =tg x (fig. 74).
Meétodos de precision de las apro-
ximaciones groseras.
: 1) Método de Newton.
l Si x, es un valor agroximado de
. la raiz @ de la ecuacién f(x) = 0,
! entonces como una aproximacion
' 1nds exacta se toma
i _ Sfixo)
' 1= XoT PGy
Fig. 74 Sustituyendo x, por x, puede ob-
tenerse la siguiente aproximacion x,,
etc. El proceso de las aproximaciones sucesivas siempre es convergente,
sila rafz« no es multiple (es decir, si f* () = 0) y la primera aproximacion
se ha tomado suficientemente proxima. Por consiguiente la raiz puede
hallarse con cualquier grado de exactitud. Ejemplo, véase més abajo.
2) Interpolacion lineal (Regula falsi). Si la raiz « de la ecuacién f(x) =
= 0 est4d comprendida entre a y b, entonces COmo valor aproximado de la
raiz se puede tomar la cantidad

'ﬁk:;,A S
&

- b—a
% = a—~f@ 755 -

Sif”’(x) no cambia de signo entre a y b, entonces los valores aproximados
obtenidos por este método y por el método de Newton estardn situados
a distintos Jados de la raiz [por x, en el método de Newton se debe tomar
aquel valor (de a y b) para el cual flxg)-f"(xo) > 0]. Por esto, una
aplicaci6n simultdnea de ambos métodos permite juzgar de la exactitud
alcanzada.

Geométricamente el método de Newton representa la sustitucion
de la grafica de la funci6n f(x) por la tangente
en el punto x, mientras que el método de in-
terpolaciéon lineal significa el reemplazo de
dicha grafica por la cuerda que une los pun-
tos [a, f(@)]y [b, f()] (fig. 15). Ejemplo, véase
mds abajo.

3) Método de iteraciones. La ecuacién con-
siderada se representa en la forma x = ¢(x)
y se halla un valor mas exacto de la raiz x,,
partiendo de la primera aproximacién x,, me-
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diante la formula x, = @(x,). Reiterando este proceso (o “iterando”)
varias veces, se puede obtener cl valor de la raiz con cualquier grado
de exactitud, si en el intervalo entre la raiz de la ccuacion y la pri-
mera aproximacion, se cumple | ¢’(x)| < 1. Si no sc cumple esta
condicién, entonces debe transformarse la ecuacién (aunque sea pa-
sando a la funci6n inversa). Por ejemplo: el método de iteracién no
es aplicable a la ecuacién x = tg x, pero es aplicable a la ecuacién
Xx = arctg x.

Si ¢’(x) < 0, los dos valores aproximados contiguos de la raiz,
obtenidos mediante la iteracién, seran alternadamente mayor y menor
que la raiz, lo que permite acotar el grado de exactitud alcanzado.

Ejemplo: Hallar la menor, raiz positiva de la ecuacién sen x—
x cos x=0. Reemplazando esta ecuacion por su equivalente x = tg x,
hallamos grificamente (véase pag. 164) que la raiz buscada es aproxima-

. 3 .
damente igual a 7" = 4,71 ... Un valor mas exacto lo encontraremos

mediante las aproximaciones sucesivas:

a) Por el método de Newton y el de interpolacién lineal. Para la
funcién f(x) = sen x— x cos x, tenemos que f'(x) = x sen x. Tomando
xo = resulta f(xg) = — 1, f(x) = —4,71 y x; = 471 - ;3 = 4,50,

Como f(x,) = —0,029 es del mismo signo que f(x,), no es aplicable
la interpolacién lineal. El calculo muestra que f (4,45) = 0,189 y, por
consiguiente, la raiz buscada se halla entre 4,45 y 4,50.

Aplicando la interpolacion lineal obtendremos la siguiente aproxima-
cién:
Ry = 4,50~ —g o (4,50 - 4,45) = 4,4930.
El célculo seglin la férmula de Newton de la aproximacion que sigue
a x; [el signo de f"(x,) coincide con el signo de f(x,)} da

Xy = 4,50 2905~ 44934,
Como las aproximaciones por el método de Newton y por el método
de interpolacién lineal estdn situados a distintos lados de la raiz, el
error de x, no es superior a 0,0004.

b) Por el método de iteraciones: la ecuacién x = tg x no es valido
para la iteraciéon, puesto que (tg x)° = 1; al pasar a la funcién inversa
resulta la ecuacién x = Arctg x, la cual se puede iterar. Tomando
Xxo = 4,7 obtendremos sucesivamente:

X1 = Arctg x, = 258° = 4,503; x, = Arctg x, = 257°29’ = 4,4942;
x5 = Arctg x, = 257°27,3 = 4,4934; x, = Arctg x4 = 257°272 =
= 4,4934.
Bvidentemente, todas las cifras de x, se pueden considerar exactas.
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10. Determinantes

DEeFINICIONES. Se llama determinante de orden »n al nimero D for-
mado de los n* niimeros a,; (los elementos), situados en una tabla
cuadrada de n lineas y n columnas en la siguiente forma* :

an diz ... G1a

Qs; Gy ...Q
D = la,| = f‘ 22 = Z(— 1) 01,058 . . . ygys

Ay Gy ... Gy

donde «, B, ..., w recorren todas las n! permutaciones** posibles de

los nimeros 1, 2, ..., n; el signo «+» o0 «—» delante de cada término

del determinante (es decir delante de cada sumando) se determina por el

niumero k de inversiones (“des6rdenes™) de cada permutacién. Por

ejemplo, el término a,; a,; ag, a,; del determinante de cuarto orden

tiene el signo “menos”, ya que la disposicidn :i,_l/ 4,2, de los segundos
S

subindices de las letras tiene tres inversiones, las cuales estdn sefialada
por arcos.

Se llama menor del elemento a;, al determinante de (n—1)-ésimo
orden formado del determinante dado por eliminacién de la linea
i-ésima y de la columna j-ésima. Se llama complemento algebraico***
A, delclemento a,; al menor tomado con signo “més” o “menos” segtin
la férmula

agn cee @y, 51 ay, j+1 RN/ 1Y

= (~1)# Q1,1 -+ Q1,51 Byoy g1 - - Qi1 n
Biir,1 - v Gigy g1 Qen, gt oo gl
Qny cee G g1 Qn, ;41 - -+ Gun

* El primer indice i del elemento ay; del determinante indica que el ele mento esta
tomado de la linea i-sima del determinante; el segundo Indice j denota que el elemento
estd tomado de la columna j-ésima (i es el nimero de la linea, contando desde arriba;
J es el numero de la columna, contando desde la izquierda).

#* Véanse en la pag. 187 las permutaciones.
¢+* También se llama adjunto o cofactor. (Nota de la Edit.)
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Se llama combinacion lineal de varias filas (columnas) del determinan-
te a la fila (columna) a,, @, . . ., @,, cuyos elementos son combinaciones
lineales de los elementos correspondientes de estas filas (columnas); por
ejemplo, la combinacion lineal a,, @, ..., a, de los elementos de las
filas i~ésima, j-ésima y k-ésima del determinante, se forma asi:

ay = aay+Pa;+yay,
as = aap+fa+ya;.,

a, = oa;,+fay,+vay,;

los numeros a, f, y son los coeficientes de la combinaci6n lineal,

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1) El valor de un determinante no varia si se cambian sus filas por
sus columnas y viceversa (por esto, todas las propiedades consideradas
mds adelante y que se refieren a las filas, son aplicables también a las
columnas).

2) Un determinante es nulo, si los elementos de dos de sus filas son
iguales o proporcionales o si una de las filas es una combinacién lineal
de cualquiera de las filas restantes.

3) Un factor comin a todos los elementos de cualquier fila se puede
sacar como factor del determinante.

4) Al sumar entre si los determinantes que se diferencian sélo por los
elementos de una fila (i-¢sima) cualquiera, resulta un determinante cuyos
elementos de la i-¢sima fila son las sumas de los elementos correspondien-
tes de las i-ésimas filas de los determinantes sumandos y los elementos
restantes son los mismos que los de los sumandos.

5) El valor de un determinante rno varia al sumar (o restar) a cual-
quier fila los elementos de otra fila o la combinacién lineal de otras
filas.

6) Un determinante se puede descomponer por los elementos de una
fila (i-ésima) cualquiera de acuerdo a la formula D = a, 4+ a;34,,+
+ ... +a;,4,, en que 4, son los complementos algebraicos de los
elementos correspondientes.

7) La suma de los productos de todos los elementos a; de una fila
(i-ésima) cualquiera de un determinante por los complementos algebrai-
cos Ay, de los elementos correspondientes a otra fila (j-6sima) es igual a
Cero:

anAntapdp+ .. FapAd,, =0 (%))
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CALCULO DE DETERMINANTES
De segundo orden, segtin la f6rmula

=AnA2—aq)202

De tercer orden, segiin la “regla de Sarrus” (se agregan las dos prime-
ras columnas):

Q11032033+ Q12023051+ 313321032 —
T — Q13059031 —11023033 — Q12021933 -

De n-ésimo orden, segin la propiedad 6, se reduce al (n—1)-ésimo;
previamente se transforma el determinante, empleando las propiedades
restantes para anular el mayor nimero posible de elementos.

Ejemplo :
2 9 9 4 2 5 9 4 2 5 3 4
D=2—3 12 8=2—-7 12 8___32—-7 4 8=
4 8 3 -5 4 0 3 -5 4 0 1 -5
1 2 6 4 1 0 6 4 1 0 2 4
(propiedad 5) (propiedad 3)
2 4 8 2 3 4 2 3 4
=3]-5/4 1-5|-7|4 1-5+o}=o—214 1—5':
1 2 4 1 2 4 1 2 4
(propiedad 6) (propiedad 2)
1 1o 1 -5 4 -5
=24 1-5\=-nuf, 41_11 4\}=
1 2 4
(propiedad 5) (propiedad 6)

= —21 {4+10) - (16+5)}= +147.
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11. Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
CASO EN QUE EL NUMERO DE INCOGNITAS ES IGUAL AL NUMERO DE
ECUACIONES.
El sistema candnico es:

ay X1 +ageXat .. Hayx, = by,
Qg1 X1+ aeXat ... +agXy = by, (%)

X1+ 89X+ .. FAnaXn = by

Notaciones: D = (determinante del sistema), D, es el

1
1 Gy - -« Qpp

determinante obtenido de D al reemplazar la columna formada por los
coeficientes a,, de la incognita x; por la columna formada por los térmi-
bay ... a,

nos independientes b,; por ejemplo D, = . El sistema

! bnanZ coe Qg |

() se llama homogéneo si todos los b, = 0 (y por consiguiente, todos

los D, = 0) y no homogéneo si al menos uno de los b, es distinto de cero.

Resolucion del sistema (x). Si el determinante del sistema D = 0,

el sistema (%) es determinado; tiene una solucion y las raices x; se
expresan por las formulas de Cramer:

_ b

D, D
X1=TF, X2 = po "'X":T.'

D

Si D = 0 ynotodoslos D; = 0, el sistema {) es incompatible: o sea
no tiene ninguna solucién (para un sistema homogéneo es imposible tal
€aso).

El caso en que D = 0 y todos los D, = 0, sera estudiado después.
(véase el caso general en la pig. 174 el ejemplo 4 y en la pig. 176 ejem-
plo 2).

Ejemplos:

1) 2x+ y+3z= 9, 2 1 3
x=2y+ z=-2, D=|1 -2 1|=13
Ix+2p4+2z= T; 3 2 2
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9 1 3 2 9 3
D,={-2-2 1|==13, D,=|1 -2 1|=26
7 2 2 307 2
2 1 9
D,=|1 -2 2| =139,
3 2 7
D 13 _ Dy, _ 2 _ D, 39 _
*=p == b y=p=p=2 1= =5=3

(el sistema es determinado, no homogéneo).

2) 2x+3y-z=1 2 3 -1 I3 -1
x—y+z=2 D=|1-1 1|=0, D,=12 -1 1|=4
Ix+2y =5; 3 2 0 5 2 0

(el sistema es incompatible).
MATRIZ Y S5J RANGO. Se llama matriz a un sistema de mn numeros
dispuestos en un cuadro rectangular de m filas y n columnas. Se designa:

ay 4z ... Qy,

Qyy Qgy ... a
A4l = "

An1 Az .. Qpy

Se llama menor de orden k-ésimo de la matriz || A|| (k < m, x < n)
al determinante D formado (conservando el orden) por k? elementos
de la matriz que yacen en la interseccion de algunas de sus k filas y de
sus k columnas (véase el esquema)

(menor de tercer orden)

Se Hama rango de la matriz || A|| al mayor orden que pueden tener sus
menores que no se anulan. Para determinar el rango de una matriz se
deben examinar todos sus menores de orden / (/ es el menor de los
nimeros m, nsim # n, o bien, | = m = n); si por lo menos uno de dichos
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numeros es distinto de cero, entonces el rango de || 4[| es igual a [; si
todos son iguales a cero, entonces se deben examinar todos los menores
de orden /-1, etc. En la prictica es util proceder a la inversa: pasando
de los menores de menor orden a los de mayor orden, empleando la
siguiente regla. Si ya se ha encontrado un menor D, de k-ésimo orden
que es distinto de cero, entonces s6lo resta calcular aquellos menores de
(k+ 1)-ésimo orden que “orlan” a D,, por ejemplo:

......

LRI

. |ind

.....

] D,

Si todos estos menores de (k+ 1)-ésimo orden son iguales a cero, el
rango de la matriz es igual a k.

2-4 3 10
Ejemplo: Calcular el rango de la matriz || 4| = (1) _‘;' __; —; f
4-7 4-4 5
El menor de segundo orden que yace en el extremo superior de la
izquierda es: D, = i? :;| = 0, Pero en la matriz || 4]| hay un menor
de segundo orden distinto de cero: D; = :; i | # 0. Lo orlamos
2 -4 3
por la izquierda y por debajo: Dy = {1 —2 1[=1 0. Orlando
0 1 -1
Dy (esto se puede hacer s6lo de dos maneras) encontramos:
2 -4 3 1 2 -4 3 0
1 -2 1-4 , 1 -2 1 2|_
Di=lo 1.1 3|=0 Y Da=ly 11 4|7©
4 -7 4 -4 4 -7 4 5
En consecuencia, el rango de la matriz || 4|| = 3.

CASO GENERAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.
Ecuaciones no homogéneas. Un sistema de ecuaciones no homogéneas

Gy Xy tH@p X+ ... +apX, = by,
a21x1+a22x2+ e +a2nxn = b21 (* *)

Ay Xy + QpeXa- .o A T Xy = bm
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se llama compatible si existe por lo menos una solucion {ay, a,, .. ., o, }*
que transforma todas las ecuaciones ( % %) enidentidades, e incompatible
si no existe solucién alguna. Criterio de compatibilidad: el sistema (% %)
es compatible si, y solo si, el rango de la matriz

lan a ... a4, ‘

g  Qp dy

141 = "
Am1 Qg ... Qun

es igual al rango de la matriz “ampliada”

a;y  dy a, b

1B]] = Q1 Gy ay by
Bl| =

Qa1 Gz - .. [ bm

Un sistema compatible de ecuaciones se Hlama determinado, si tiene una
soluci6n tnica e indeterminado si tiene un conjunto infinito de soluciones.

Un sistema compatible de ecuaciones (x %) se resuelve de la siguien-
te manera. Se determina el rango r de la matriz || 4]], se transponen
las ecuaciones (% %), asi como las incognitas xj, Xgy. . .5 Xy de tal
modo que el menor no nulo de la matriz || 41| que tenga el orden r ocupe
la posicion del extremo superior de la izquierda de la matriz (esta permu-
tacion no es necesaria si el menor del extremo superior de la izquierda
de la matriz, de orden r, es distinto de cero).

Pueden presentarse dos casos:

1) r = n, r = m. Resolviendo el sistema de las primeras n ecuaciones
con n incégnitas obtenemos una solucién vinica {1, g, .., @}, va que
el determinante de este sistema es = 0 (véase pag. 169). Si n < m, esta
misma solucién verifica a las m—n ecuaciones restantes que son con-
secuencia de las primeras. El sistema dado (% %) es determinado.

2) r < n, r =< m. Se resuelve el sistema de las primeras r ecuaciones
con respecto a las primeras r incOgnitas x,, x,, . .., x, expresando estas
incognitas en funcién de las n — r incognitas restantes x, ., (, X,49, . . ., X,
Se obtiene una solucidn tnica en forma de funciones lineales:

Xy = X1(Xp 415 Xprzy -0y Xp),
Xy = xz(xr+1a Xet2s + -0 xn)! o)

X, = xr(xr+1: Xrd2y o0y xn)’

* Con esta expresion entre llaves se designa posteriormente la solucién
Xy =0y, Xy = &gy ..., Xp TS Oy
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pues el determinante del sistema de las ecuaciones es = 0. A las incégni-
tas X, 41, X, 42, - - -5 ¥ S€ les puede asignar cualesquiera valores y de este
modo las incognitas x,, . . ., x, se determinan por las formulas (1). Estas
mismas soluciones verifican a las m—r ecuaciones restantes (si r < m),
las cuales son consecuencias de las primeras. El sistema dado (% %) es
indeterminado.

Ejemplos :
1) x-2y+3z—u +2v =2,

3x—y +52-3u-v =6,

2x+y +2z—2u-3v = 8.

El rango de la matriz || A || es igual a 2 y el rango de la matriz || B||
es igual a 3. El sistema es incompatible y no tiene soluciones.

2) xX—y +2z =1,

x—2y—z =2,

3x—y +52 =3,
—2x+2y+3z = —4.

Los rangos de las matrices || A|| y || B|| soniguales a 3; el sistema es
compatible. El determinante de tercer orden del extremo superior de la

1 -1 2
izquierda D = |1 —2 —1] = 0; no son necesarias permutaciones, r =n;
3 -1 5
el sistema es determinado. Resolvemos el sistema de las tres primeras
. 10 1 2 . . .
ecuaciones: x = =} y = - z = —=; estas mismas soluciones verifi-

can a la cuarta ecuacion.

) x—y+ z—u.=1,
x—-y—z +u =0,

1

X—-y—2z4+2u = -5

Los rangos de las matrices || 4]| y || B|| son iguales a 2; el sistema es
compatible, r < n; el sistema es indeterminado. El determinante de
segundo orden del extremo superior de la izquierda es D = 0; transpo-
nemos al cuarto lugar la columna que contiene x:

—y+z —u +x =1,
—y—2z +u +x =0,

—~y—2z4+2u+x = - %
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Resolvemos el sistema de las dos primeras ecuaciones con respecto
a las incognitas y y z:
—y+z=1-x+u,
—y—z= —X—U

. 1 1 . .
Las soluciones y = x—5, Z = ut= verifican a todas lasecuaciones
para cualesquiera valores de x y u.

4) x+2p-z +u =1,
2x—y +2z+42u =2,
3x+y +z +3u =3,

x—3y+3z+u =0.

En este caso, el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incogni-
tas, D = 0 asi como D, =D, =D, =D, = 0. Fl rango de la matriz
Il A|| es igual a 2 y el rango de la matriz || B|| esigual a 3. El sistema es
incompatible y no tiene soluciones.

Ecuaciones homogéneas. Un sistema de ecuaciones homogéneas

apXy Harpxg+ ..o Fapx, =0,
g Xy +apeXa+ ... FAeXn = 0, ( % %)
X1+ ApeX2t o0 FAmaXa = 0

siempre tiene la solucion nula x; = X3 = ... = Xo = 0. Si el sistema
tiene una solucién no nula {&;, ,. .. ®,}*, entonces tiene un conjunto
infinito de soluciones de la forma {kay, ko, . . . ka,}, dondek €s un nu-
mero arbitrario. Si el Sistema (% % %) tiene p soluciones no nulas.

{al: “z: v an}: {ﬂla ﬁz- RS ] ﬂn}r DR ] {[‘la “2’ LR} f“'n): (1)

entonces tiene un conjunto infinito de soluciones de la forma

{kla“i‘kzﬁl‘l' o +k,[l-1, k1a2+kzﬂ’+ e +k9ﬂz, ey klaﬂ+
kBt o ko), @

en que ky, ky, ..., k, Son nimeros arbitrarios (no son todos iguales
a cero). La solucion (2) se llama combinacién lineal de las soluciones (1).

Las soluciones (1) del sistema de ecuaciones (% % %) se llaman lineal-
mente independientes si ninguna de ellas es combinacién lineal de las
restantes; p soluciones linealmente independientes forman un sistema

* Véase la nota de la pag. 172
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fundamental de soluciones, si una solucién cualquiera del sistema de ecua-
ciones (% % %) es combinacién lineal de estas p soluciones*.

Si el rango r de la matriz || 4| de los coeficientes de las ecuaciones
( % %) es menor que el nimero # de incognitas, entonces las ecuaciones
( % % %) tienen un sistema fundamental de soluciones; si 7 = n el sistema
fundamental no existe y las ecuaciones tienen s6lo la solucién nula. Sir <
< n el sistema fundamental estd formado por n— r soluciones linealmente
independientes. Para buscar los sistemas fundamentales, ponemos en el
sistema (% % %) las ecuaciones y las incognitas en un orden tal que resulte
en el extremo superior de la izquierda de la matriz || A1 un menor de
orden r-ésimo, distinto de cero. (Para esto es necesario a veces transponer
las ecuaciones y las incognitas; véanse ejemplos). Después resolvemos
el sistema (% % %) con respecto a las primeras r incognitas x,, x, ..., X,
expresandolas en funcion de las incognitas restantes:

X1 = xl(xr+ls Xpt2y « ¢ o9 xn)’
Xg = x!(xr+ls Xe+2s + 00 xn)’ (3)
Xy = xr(xr+lr Xpt2s o> xn)'

Se pueden dar valores arbitrarios a las incognitas x,4+1, X,42, .- -» X,
formando junto con los valores correspondientes X, Xg, . . ., Xy determi-
nados por las férmulas (3), una de las soliciones del sistema de ecuacio-
nes (x % %). Habiendo elegido estos valores n—r veces:

Xrt+1 Xrt2 cee Xn
D
bll blz cre bl,n—r
2) bZl b22 bz,n—r
n—r) bn—r, 1 bn—r. 2 - bu—.-. n—t

de tal manera que el determinante B = | b | no sea igual a cero, obtene-
mos uno de los sistemas fundamentales de soluciones de las ecuaciones
(% % %). En particular se puede hacer b, = 1 para i = kyb,=0
para i # k; entonces B=1y las soluciones

Xet1 Xe42  -o: Xn

1) 1 0 ... 0
2) 0 1 0
n--r) 0 0 1
he lzlede haber un conj infinito de si fund ales (véase mds ade-

lante).
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determinan de una manera simple junto con (3) un sistema fundamental
de soluciones de las ecuaciones (% % ).
Ejemplos: Hallar los sistemas fundamentales de soluciones de las
ecuaciones
1) x—-y +5z—u =0,
x+y —2z43u =0,
3x—y +8z2+u =0,
x4+3y—~9z+7u = 0.

Fl rango dela matriz || 4 || esigual a 2; el determinante H _il = 0;

no es necesario hacer permutaciones. Resolvemos el sistema con respecto
a las incOgnitas x e y. Haciendo z = 1, u = 0 obtenemos la primera
solucién fundamental:

3
x=-3, ¥= 3, z=1 u=0 osea,

Haciendo z = 0, u = 1 obtenemos la segunda solucién fundamental:
x=-1 y=-2 z=0, u=1 osea, {-1,-2,0,1}.
En consecuencia, cualquier solucidn del sistema dado se puede expresar

en la forma
3 7
(-3 ka3 a2k, sy e}

2) 2x+3y—z=0,
x—y +z=0,
3x+2y = 0.
El nimero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas, D =
= D,= D, = D,=0. El rango de la matriz |[{4]] es igual a 2; el
. 2 . .
determinante ‘ 1 — il # 0, no es necesario hacer permutaciones.
Resolvemos el sistema con respecto a x € y. Haciendo z = 1, obtene-
mos una solucién fundamental unica linealmente independiente:

2 3 . . .
x=—-%,y=73. En consecuencia, toda solucién del sistema dado se
puede expresar en la forma:

x=-%k, y=%k, z=k o sea, x=-2k, y=3k, z=>5k



SISTEMA DE ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR 177

12. Sistema de ecuaciones de grado superior

CONDICION DE INDEPENDENCIA DE LAS ECUACIONES. Dos ecuaciones
con dos incHgnitas:

fx») =0y ox,»» =0
son independientes, si su jacobiano (véase pag. 338)

o eof
DUfe) _ |Bx By
D(x,y) ~ 3¢ d¢
|ox 3

no es idénticamente nulo; en caso contrario, una ecuacion es consecuen-
cia de la otra y éstas tienen un conjunto infinito de soluciones.
Para tres ecuaciones con tres incognitas la condiciéon de independen-
cia es andloga:
D(f, ¢,¥)
Dy 0,
etc.

Estas condiciones se refieren tanto a los sistemas de ecuaciones
algebraicas como a los de ecuaciones transcendentes.

Nimero de soluciones de un sistema de dos ecuaciones algebraicas
Pi(x,y) = 0y Py(x, y) = 0. Si Py es un polinomio de m-ésimo grado
y P4 es un polinomio de #-ésimo grado con respecto a x e y*, entonces el
sistema tiene m-n pares de soluciones reales o complejas. Un sistema de
tres ecuaciones de grado m-ésimo, n-ésimo y p-ésimo tiene m-n:p ternas
de soluciones, etc.

La biusqueda de las soluciones de un sistema de dos ecuaciones
algebraicas se reduce en el caso general a la obtencién de una ecuacién
de m-n-ésimo grado (la resolvente del sistema) con una incégnita (por
ejemplo x), mediante la eliminacion de la otra incOgnita (y) en el sistema;
después de haber hallado las raices de la resolvente éstas se reemplazan
en una de las ecuaciones del sistema para determinar la otra incognita.
Un sistema de ecuaciones se resuelve mds facilmente, si una de las ecua-
ciones es lineal y la otra de n-ésimo grado; despejando y en la ecuacién
lineal y reempldzandola en la otra ecuacién obtenemos una resolvente
de n-ésimo grado con respecto a x. En el caso de un sistema de dos
wcuaciones, cada una de las cuales es de segundo grado, obtenemos una
resolvente de cuarto grado; a veces se consigue resolver tal sistema por
métodos artificiales.

* Se entiende por grado de un polinomio de dos variables a la suma mayor de las
potencias de x e y de sus términos. Por ejemplo, el polinomio x3+ x?y2+ y3es de cuarto
grado.

12 14016
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Ejemplo: x*+y* = a, xy = b. Resulta (x+y)? = a+2b; (x—y)* =
=a—-2b;x+y = +va+2b, x—y = +4/a— 2b, de donde encontramos
4 pares de valores de x € y.

EL METODO GRAFICO de resolucion de un sistema de dos ecuaciones se
reduce a la busqueda de los puntos de interseccién de las curvas dadas
por las ecuaciones f(x, ) = 0y ¢(x, y) = 0.

C. CAPITULOS COMPLEMENTARIOS DEL ALGEBRA

13. Desigualdades

DerinicioNes. Desigualdad es la union de dos expresiones numéricas
o literales mediante alguno de los siguientes signos:

1) (“mayor”)

2) (“menor™)

3) (“desigual”)

3a) (“mayor o menor™)

(“mayor o igual™)
(“no es menor™)
(“menor o igual”)
(“no es mayor™).

Las anotaciones 3) y 3a), 4) y 4a), 5) y 5a) tienen un mismo signi-
ficado y pueden ser reemplazadas una por otra*.

Las desigualdades de los tipos 1, 2 'y 3 se llaman estrictas y las del
tipo 4 y 5 no estrictas.

Una desigualdad se llama identidad, si es vilida para todos los
valores de las letras que figuran en ella. Una desigualdad vélida que
contiene s6lo nimeros, también se llama identidad.

Las desigualdades, al igual que las ecuaciones, pueden contener
cantidades incognitas** (generalmente, estas ultimas se designan por las
altimas letras del alfabeto). Resolver una inecuacién (0 un sistema de
inecuaciones), significa determinar entre qué limites deben estar com-
prendidos los valores de las incognitas para que la desigualdad (o todas
las desigualdades contenidas en el sistema) sea véalida. Se puede buscar
la solucioén para desigualdades de los tipos de 1 al 5; mas frecuente-
mente se suelen resolver desigualdades estrictas de los tipos 1 y 2. Si dos

&
¥YAAVNKAY

* Sila anotacion 3) se refiere a aguellos valores. para los cuales no estén definidos
los conceplos de “mayor” y “menJr”, por eje nplo, 4 los numeros complejos (pag. 567)
y a los vectores (pig. 596), entonces la anotacién 3) no puede ser reemplazada por la
anotacién 3a). Todo este parrato se refiere sélo a los numeros reales.
*+ Entonces s¢ llaman inecuaciones. (Nota de la Edit).
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desigualdades pertenecen ambas al tipo 1 o ambas al tipo 2, entonces
son desigualdades en un mismo sentido; si una de ellas pertenece al tipo
1 y la otra al tipo 2, entonces son desigualdades de sentido contrario.
Dos inecuaciones que contengan las mismas incognitas se llaman
equivalentes si ambas son validas para los mismos valores de las in-
coOgnitas.

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS DESIGUALDADES DE LOS TIPOS 1
Y 2.

1) Cambio del signo de la desigualdad. Si a > b, entonces b < a; si
a < b, entonces b > a.

2) Propiedades transitivas. Si a > b y b > ¢, entonces a > ¢; si
a<b,b< c, entoncesa < c.

3) Suma y resta de una desigualdad y una cierta cantidad. Si a > b,
entonces atc > b+c; si a < b, entonces atc < b+tc: al sumar una
misma cantidad a ambos miembros de una desigualdad, el sentido de la
desigualdad no varia.

4) Suma de desigualdades. Si a > b, ¢ > d, entonces a+c¢ > b+d,
sia < b, ¢ < d, entonces a+c¢ < b+d: dos desigualdades de un mismo
sentido se pueden sumar miembro a miembro.

5) Sustraccion de desigualdades. Si a > b, ¢ < d, entonces a—c >
> b—d;sia< b, c > d, entonces a—c < b—d: de una desigualdad se
puede restar miembro a miembro otra desigualdad de sentido contrario,
sin que por ello varie el signo de la primera desigualdad. (;No se pueden
restar riembro a miembro desigualdades de un mismo sentido!).

6) Multiplicacion ¥ division de desigualdades.

Si a=by ¢>0, entonces ac > bc, -:— > -f-,
Si a<b y ¢=>0, entonces ac < bc, % < -g,
Si a>b y ¢<0, entonces ac < bc, —:— < %,
Si a<b y ¢c<0, entonces ac > bc, %>—i’—.

(al multiplicar o dividir ambos miembros de una desigualdad por un

mismo mimero positivo resulta una desigualdad del mismo sentido; al

multiplicar o dividir ambos miembros de una desigualdad por un mismo

nimero negativo, resulta una desigualdad de sentido contrario).
ALGUNAS DESIGUALDADES FUNDAMENTALES.

1) |a+bl =<lal|+1bl, la+b+ ... +k|=<<lal+|bl+ ... +lkl

(el valor absoluto de la suma de dos o varios numeros es menor o igual

a la suma de ios valores absolutos de estos nimeros).

12¢
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Sc cumple la igualdad solo cn ¢l caso en que todos los numeros
tengan los mismos signos.

2) laltlbl==ia—bl_-lai-1b|

(el valor absoluto de la diferencia de dos ntimeros es menor o igual a la
suma de los valores absolutos de estos numeros y es mayor o igual a su
diferencia).

aj+as+ ... +a e,
3) —‘—a’—n——-—” = +v/aa, ... a, siendo a;, > 0

(“desigualdad de Cauchy”: 1a media aritmética de » nimeros positivos
es mayor o igual a la raiz n-ésima de los productos de estos numeros)*.
Se cumple la igualdad sélo en el caso en que los numeros n sean

iguales.
< \/a]+a§+". YA

4) ay+as+ ... +ay
n
(el valor absoluto de la media aritmética de varios mimeros es menor
o igual a la media cuadritica de estos numeros, véase mds abajo
pig.184).
Se cumple la igualdad sélo en el caso en que todos los numeros n
sean iguales.

5) aby+ashat ... +ab, <Valtai+ ... +aiVbi+bi+ ... +b:
6

(@b +ahy+ ... +ab) =< (@ai+a+ ... +ad) (bi+bi+ ... +bY)

(“desigualdad de Buniakovski-Cauchy”: si se tienen dos series finitas
de numeros n, entonces la suma de los productos de estos numeros
tomados dos a dos, es menor o igual al producto de las raices cuadradas
de 'a suma de los cuadrados de estos niimeros**. Se cumple la igual-
dad s6loen el casoen que @, : by = a,: b, = ... = a,:b,).

* Véanse en la pag. 184 el caso particular de esta desigualdad, para n = 2.

** Sin=3y {ay,az, a3}y {b1, bs, by} se consideran coordenadas cartesianas rectangu-
lares de un vector, entonces la desigualdad de Buniakovski-Cauchy muestra que el
producto escalar de los vectores es menor o igual al producto de sus modulos (véase
pag. 600). Para n > 3 esta formulacién se extiende a los vectores del espacio n-di-
mensional. "

He aqui una analogia de la desigualdad de Buniakovski-Cauchy para las series
infinitas convergentes:

oo 2 oo o0
(E anb») = X o} I bk

nasl n=1 n=l
una analogia de la misma desigualdad para las integrales definidas es:

- b 2 b b
“f(x)-«p(x) dx] = [ Uwrar [ toton ax.
a a a4
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6) Sia,a, ..., a, by, by ..., b, son numeros positivos, entonces
6,) a+az+ ... +G,1.bl+bz+ -H;,,‘ ayby+ashy4- ... +agb,
n n n
Y para g, <sa;<<...=<a, y bysby=<... <b,
6 ay=ay,=...=a, y bj=by= ... =b,.
ay+agt ... +a, by+by+ ... +b, ayby+abs+ ... +auby
6,) - = -
n n n
para @y <ag,=<...<a, y by=b;= ... »b,;

es la desigualdad de Chébichev: si se tienen dos series finitas de n
numeros positivos, entonces el producto de las medias aritméticas de
estas series es menor o igual (correspondientemente, mayor o igual)
a la media aritmética de los productos si ambas series son crecientes
o decrecientes (correspondientemente, una de ellas crece y la otra
decrece).

T Siaya, ..., a, by, b, ..., b, son nimeros positivos, entonces

k k
af+af+ ... +ab vi+eke ... 4ok
7) ~ . =

n
- \'/ @b )+ @b+ o @byt
n

para a,<aye= ... <a, y bj=b,=... =),

6 ay=a,=...>=a, y b=b,> ... =b,,

F k y
k4l +ab Y+pk+ ... +bk
79 " . =

n
= \"/ @b+ @b + . + (bl
n

prraagy<a;<...<a,yb=b,=... b,

(generalizacion de la desigualdad de Chébichev).

Resolucion de inecuaciones de primero y segundo grado. La resolucién
de inecuaciones se reduce al reemplazo sucesivo de una inecuacién
por otra equivalente a ella. Igual que en la resolucién de ecuaciones,
en las inecuaciones los sumandos se pasan de un miembro a otro con
signo contrario y se multiplican o dividen ambos miembros de la ine-
cuacién por un mismo nimero (distinto de cero; si el factor es positivo,
se conserva el signo de la desigualdad y si es negativo, se cambia por el
contrario). Mediante tales transformaciones siempre se puede reducir
una inecuacién de primer grado a la forma ax > b, y una inecuacién
de segundo grado, en el caso mds simple, a la forma x* <mo x2 > m
y en €l caso general, a la forma ax*+bx+c <0 6 ax?+bx+c > 0,
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La inecuacion de primer grado ax > b tiene la solucion:
b b
x > — para a=>0y X < — para a<0.
Ejemplo:
Sx+3 < 8x+1; Sx—8x<1--3; —-3x<-2, x> %

Las inecuaciones elementales de segundo grado x* <m 'y x*>m
tienen las soluciones:
a) x%*<m. Para m >0 lasolucion es: —AV/m<x<+

+Vm(ix| < V/m);
Para m =0 no tiene solucién;
b) x*>m. Para m=>0 lasoluciénes: x >m
y x <—Vm(x| > v/m);
Para m = 0 lasoluciébnes: x >0
y x<0(xs=0);
Para m < 0 la desigualdad es una identidad.

Caso general de una inecuacion de segundo grado ax®+4+bx+c <0
6 ax*+bx+c > 0. Se divide la inecuaciéon por a (cambiando el signo
de la inecuacién en el caso a < 0) y se reduce a la forma x*4+px+q < 0
6 x%+px+g = 0. La tltima inecuacion se transforma a la forma

P\ p\?
(x+5) <(5) -9
0, respectivamente, a la forma
p\? p\*
(x+3) = (5) -«
. P P\? R .
Designando x+5 por z y (—i—) —gq por m resulta la inecuacion
22 < m o z® > m; resolviéndola se halla x.

Ejemplos:
1) —2x*+14x—-20 > 0; x*—7x+10 < 0; (x—%.)’<;;
“2ex-I<3; —%+~;—<x<—;—+%.‘Soluci6n: 2<x=<35.

2) x*+6x+15 > 0; (x+3)?> —6; inecuacién idéntica.

. 7\ _ 9 7_3
3) -2 +14x-20<0; (x—3) 7., *—3>7

La solucibnes: x > Sy x < 2.
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14. Progresiones, series finitas y valores medios

Se llama progresion aritmética a una sucesiéon de nimeros a,,
a,, ..., a, (términos de la progresion) tal, que cada niimero siguiente
se obtiene del anterior agregando un nimero determinado r (Ja dife-
rencia de la progresién). Si r > 0, la progresion se llama creciente y si
r < 0, decreciente.

Formulas de la progresion aritmética:

nia, +'7L)
2
(s, es la suma de los n primeros términos).

a,=a+(n-Nr y s, =

Se llama PROGRESION GEOMﬁ"RlCA a una sucesién de numeros a,,
a,, ..., a, (términos de la progresion) tal, que cada término siguiente
se obtiene del anterior multiplicando éste por un nimero determinado
¢ (razon de la progresién). Si ¢ > 1 la progresion es creciente y si |q| <1,
es decreciente.

Formulas de la progresion geométrica:

ay(qn ':2

a4 =aq"t Yy s, =

Para la sitma de la progresion geométrica decreciente es mas comodo

emplear la férmula s, = i‘(—ll{;q"—) . Siel nimero n de términos de la

progresion geométrica decreciente crece indefinidamente, entonces
q® -+ 0y s, tiende al limite
a

lim s, =5 = =q

n — eo

(suma de la progresion geométrica indefinida decreciente).
. X 1,1 1 I
E]empla. 1+7+27+ e +27+ e = I:I =2,
2

ALGUNAS SERIES NUMERICAS (finitas*):
D 14243+ . +(—D+n = "0,

D pHP+HD+G+D+ ... +(g—1)4g = LEDE=PID

2
3) 14345+ ... +@n-N+Q2n—-1) = n?;
4) 24446+ ... +2n-—-2)+2n = n(n+1);

* Véanse en las pags. 346-347 la tabla de series numéricas infinitas.
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n(n+1) Qn+1) |
6 k]

6) 1P+B43+ ... +n—1Pnd = 2D

5) 1P42243%+ .. +(n—-1)P+nt =

7y 124324504 .. +Q2n-1)t = E(iﬁz‘_‘);

8) 13+334554 ... +(2n—1)* = B?(2n*-1);

9 M4zt NDEIDORID,

VALORES MEDIOS. Se llama media aritmética de dos cantidades a y b
. +b .
a la semi-suma x = '12— ; los valores a, x y b forman una progresién
aritmética.
La media aritmética de n valores a,, as, a3, ..., a, €s:
_ajtayt ... +a,
=TT T,

Se llama media cuadrdtica de n valores a,, a,, ..., a, (positivos o
negativos) al valor

+'\/]7(a§+a§+ ... +ad),

que tiene un gran significado en la teoria de errores (véase la pag. 652).

Se llama media geométrica | (media proporcional) de dos valores po-
sitivos a y b al valor x = 4/ab; los valores a, x y b forman una progre-
sibn geométrica. La media geométrica de dos valores desiguales es
siempre menor que su media aritmética. Si a y b son longitudes de
segmentos, entonces el segmento de longitud x = 4/ab se determina por
la construccién dada en la fig. 76 (a 6 b).

- N 4 ~
. ‘\ Sz H
. \ ; Lo
/ ' ’ b ) '
La b I
a-—-

a) [
Fig. 76 Fig. 77

Se llama seccidn durea (o division en la razén extrema y media) del
valor a a su divisién en dos partes x y a—x, tales que x sea la media
geométrica entre a y a— x.

V3-1

x=—y-a= 0,618a.
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Si a es la longitud de un segmento, entonces el segmento de longitud
x se determina por la construcciéon dada en la fig. 77. El valor x es la
longitud del lado de un decagono regular, inscrito en un circulo de
radio a.

15. Factorial y funcién Gamma

Se llama FACTORIAL de un niimero entero positivo # [se designa n!
o II(n)] al producto 1-2-3. ... -n=n!.

Una propiedad fundamental del factorial es que: n! = n(n—1)!.

Véanse en la pag. 46 los factoriales de los primeros nimeros y sus
valores reciprocos.

Los factoriales de los nimeros grandes pueden expresarse aproxima-
damente por la férmula de Stirling :

nl ~ (;)”\/E:Tn(1+7;-"+—2—8—;-"—,+ o)
In(a) ~ (n+5)Inn-n+in /2.

Esta férmula se cumple aunque n no sea entero (véase mds adelante
la funcién I').

FUNCION GaMMA. El concepto de factorial se extiende a cualquier
nimero x*, mediante la funcién Gamma I'(x), definida de las dos mane-
ras siguientes:

j‘ e~t*-1dt (integral de Euler) (s6lo para x > 0**)
T'(x) °

I

ntns—1

TIDGED Giaon (para todo x).

lim

n— oo

Propiedades fundamentales de la funcion Gamma:

T'(x+1) = xI'(x), reri-x = ——,
I'(n) = (n—1)! para n ““:;‘_
entero y positivo. I'x)-T' (x +%) = 2—,,1_; I'(2x).

GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE FACTORIAL (I1x). El concepto de
factorial n!, primeramente definido para los n positivos enteros, se
generaliza para todo n real en forma de la funcion T(x) = T(x+1).

* Incluso a los complejos.
** Para los x complejos, es para Re x > 0.
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Para x positivo entero: 1l(x) = x! = 1-2-3- ... -x,
Parax = 0:II(0) = I'(1) = 1,
Para x negativo entero: [I(x) = + oo,

Para x = L H(l) = I’(i) = ‘/—"5,

2 2 2 2
Para x = ——%: H(—%) = F(%) = /z.
Parax =~ 3: [1(-3) = T(-5) = -2V

Véanse en la fig. 78 las graficas de las funciones I'(x) y II(x).
Véanse en la pag. 81 las tablas de la funcién I'(x).

fx My

A

5400
2

1
21\
1

L\

-6-58\J -3 -2 |-110 ] 2 3xparaf(x

5[\ 3 -2-1 |02 3 4xprariz
‘

v

'

Fig. 78

16. Combinatoria

Se llaman VARIACIONES de orden m (o m-arias) de n elementos a las
ordenaciones de los mismos que se diferencian una de otra por sus
propios elementos o por el orden de sucesion de ellos. Por ejemplo:
las variaciones binarias de tres elementos a, b, ¢ son: ab, ac, be, ba,
ca, cb. El mimero total de variaciones m-arias de n elementos distintos

(se designa A7) es:
1
AP = n(n=1) (1=2) ... (n—m+1) = Lo %,

en total son m factores
Ejemplo: A% = 3:2 = 6.

* Sobre el simbolo a! (factorial de n) véase en la pag. 185.
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Se llaman PERMUTACIONES de n elementos a las ordenaciones que
sélo se diferencian unas de otras por el orden de sucesion de los ele-
mentos contenidos en ellas. Por ejemplo: las permutaciones de los tres
elementos a, b, y c son: abc, bca, cab, cba, bac, ach. El nimero total
de permutaciones de los n elementos distintos (se designa P,) es:

P,=1-2.3- ... -n=n!= A%,

Si entre n elementos a, b, ¢, ... los hay iguales (0 sea a se repitc a
veces; b, B veces; c, y veces; etc.), entonces

n!
Po= g

Se llaman coMBINACIONES de orden m (0 m-arias) de n elementos a
las ordenaciones que s6lo se diferencian una de otra por sus propios
elementos. Por ejemplo: las combinaciones binarias de tres elementos
a, b, ¢ son: ab, ac, bc. El nimero total de combinaciones de n elementos

distintos [se designa C o (,:)'] es:
Cr = M=DGB-D) .. (=t ) A
L 1.2:3- ... .m T Pm | m!(n—m)!
Ct=n Ci=Cl=1

Una de las propiedades fundamentales de las combinaciones es que:
Cr=Cpm.

17. Binomio de Newton

FOrRMULA DE NEWTON:

(a+b)" = a"+na"—‘b+-'i"z—T—l)a"-zb’+"————("—13)!("_2) ar-3p3+ ..
nn—1) ... (n—m+1)

m!

.+ ar"bm™+ ... +nab"-1+b" (%)

6
(a+b)* = Cl™+ Clan—1b+ Cla—2h2+
+C333+ ... +CTammbm4 ... +Cr-lab™ 1+ Cobt.

* La notacién (’:) se lee, n sobre m. (Nota de la Edit) .
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LOS COEFICIENTES BINOMIALES €, * se pueden determinar mediante el
llamado tridngulo de Pascal :**)

noo Coeficicntes

0 1

1 1 1

2 t 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5§ 10 10 § 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 71

Cada coeficiente se forma sumando los dos que yacen encima de él
(a la izquierda y a la derecha).

Propiedades de los coeficientes binomiales :

1) Los coeficientes en la formula de Newton crecen hasta la mitad
de la férmula y después decrecen,

2) los coeficientes equidistantes del comienzo y del extremo son
iguales,

3) la suma de los coeficientes del binomio de n-ésimo grado es igual
a2n,

4) la suma de los coeficientes que yacen en los lugares impares, es
igual a la suma de los coeficientes que yacen en los lugares pares.

POTENCIA DE LA DIFERENCIA:

(a-b)* = a"—na"“b+———"("2—,” a"-zb’—'i("———li)—,(f——z)a"—”b3+ .

(=D f_("__l)_m'_(n_—lﬂ_). armbm+ ... (—1)"b".
GENERALIZACION A CUALQUIER POTENCIA. La formula (%) se puede
extender a un exponente negativo o fraccionario #; en este caso (a+b)"
para |b} < a se representa en forma de una serie infinita (véanse las
pégs. 379-380):
n(n—1)
H

(a+b)* = a*+na"'b+ = a"—’b’+'i'i+l("_—zl a*-%3+ ...

* Se llaman también niimeros combinatorios. (N. de la Edit).
** Algunos autores lo 1laman tridngulo de Tartaglia. (N. de la Edit).
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A. PLANIMETRIA

1. Figuras planas

EL TRIANGULO. La suma de dos lados de un tridngulo siempre es
mayor que el tercero: b+c¢ > a (fig. 79). La suma de los 4ngulos de un
tridngulo a¢+p8+y = 180°. Un tridngulo estd completamente determi-
nado si se dan: 1) tres lados, o 2) dos lados y el 4ngulo comprendido
entre ellos, o 3) un lado y los dos angulos adyacentes a él. Si se dan dos
Iados y el dngulo opuesto a uno de ellos, entonces con estos datos se
pueden determinar dos tridngulos, uno o ninguno (véase fig. 80, sobre
esto véase més detalladamente en la pag. 216).

Fig. 81

Se llama mediana de un tridngulo a la recta que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto del tridngulo. Las medianas de un
tridngulo concurren en un punto llamado centro de gravedad del
tridngulo®, (fig. 81) y estdn divididas por este punto en la razén 2:1
(contando desde el vértice del 4ngulo). La longitud de la mediana tra-

zada en el lado a es: m, w (véase también la pag. 216).

Se llama bisectriz de un tridngulo a la recta que divide a un dngulo
interior del mismo en dos partes iguales. Las bisectrices del tridngulo

* También se llama baricentro. (N. de la Red.)
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concurren en un punto que es el centro de la circunferencia inscrita*

fig. 82); respecto del radio r de la circunferencia inscrita, véase la pag.

216. La longitud de la bisectriz del dngulo « (véase también la pdg. 216)
bel(B+ o) —a% . NP

es: l, = \/_Cf(b::_)‘il. Si la bisectriz divide el lado a en los segmentos

myn,entonces m:n = c:b.

}El centro de la circunferencia circunscrita se encuentra en el punto
de interseccién de las perpendiculares levantadas en los puntos medios
de los ladcs del tridngulo (fig. 83). Respecto del radio de la eireunfe-
rencia circunscrita R, véase pag. 216.

m

Fig. 83 Fig. 84

Se llama altura de un tridngulo a la perpendicular bajada desde un
vértice del tridngulo al lado opuesto. Las alturas del tridngulo concurren
en un punto llamado ortocentro. La longitud de la altura, véase en la
p..g. 216.

Si dos lados de un tridngulo son iguales (tridngulo isdsceles), la
altura, la mediana y la bisectriz trazadas en el otro lado coinciden.
La coincidencia de dos de estas lineas es condicion suficiente para que
el tridngulo sea isOsceles.

En un tridngulo equildtero (a = b = ¢) los centros de las circunfe-
rencias inscrita y circunscrita, el centro de gravedad y el ortocentro
coinciden.

Linea media es la recta que une los puntos medios de dos lados de
un tridngulo, es paralela al tercer lado e igual a la mitad de €.

El dreadel tridnguloes: S = /,bh}* = !/,absen y="/yr(a+b+c) =
= 2 = \/p(p—a) (p—b) (p—c), donde p = /s(a+b+0).

TRIANGULO RECTANGULO (fig. 84): c es la hipotenusa, a y b son los
catetos, a®+b? = c? (teorema de Pitdgoras). k2 = mn, a® = mc, b* = nc.
El 4rea S = /,ab = '/, a*tg f = !/,c? sen 2p.

* Este punto se llama incentro. (N. de la Red.)
** Por h, se designa la altura bajada al lado b.
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Véanse en las pags. 215-216 las formulas trigonométricas referentes
al triangulo.

Los triangulos (como también los poligonos con igual niimero de
lados) son semejantes si tienen los angulos correspondientes iguales
y los lados homologos proporcionales. Para la semejanza de los tridngu-
los es suficiente que se cumpla una de las siguientes condiciones: 1) los
tres lados de un triangulo son respectivamente proporcionales a los tres
lados del otro; 2) dos 4ngulos de un tridngulo son iguales a dos 4ngulos
del otro tridngulo; 3) dos lados de un tridngulo son proporcionales a
dos lados del otro tridngulo y los dngulos comprendidos entre ellos

son iguales.

" J \ da a

a

Fig. 85 Fig. 86 Fig. 87

Las 4reas de las figuras semejantes son proporcionales a los cuadra
dos de los elementos lineales homoélogos (los lados, las alturas, las
diagonales, etc.).

PARALELOGRAMOs (fig. 85). Las propiedades fundamentales son:
1) los lados opuestos son iguales, 2) los lados opuestos son paralelos,
3) las diagonales se cortan por la mitad en el punto de interseccion,
4) los 4ngulos opuestos son iguales. Si un cuadrildtero tiene una de
estas propiedades o si un par de sus lados opuestos son iguales y para-
lelos, entonces todas las propiedades restantes se obtienen como coro-
larios.

La relacion entre las diagonales y los lados es: df+dE = 2(a®+b%).
El dreaes S = ah.

EL RECTANGULO Y EL CUADRADO. Un paralelogramo es un rectdngulo
(fig. 86) si tiene: 1) todos los dngulos rectos o 2) las diagonales iguales
(una de estas propiedades es consecuencia de la otra). El dreaes S = ab.

Un recténgulo es un cuadrado (fig. 87), sia = b;d = V2 a ~ 1,414a;
a=Y2 d~0707d.El dreaes § = a* = 3 d*

Romso. Un paralelogramo es ur rombo (fig. 88) si tiene: 1) todos los
lados iguales, 2) las diagonales respectivamente perpendiculares, 3) las
diagonales dividen por la mitad los dngulos del paralelogramo (el
cumplimiento de una de estas propiedades da como corolario las dos
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restantes). d, = 2asen % ; dy = 2a cos-;— 3 di4-d} = 4a. El drea es
S = ah = a*sena = /,did,. )

EL TRAPECIO es un cuadrilatero que tiene dos lados paralelos (fig. 89),
a'y b son las bases del trapecio, h es la altura, m es la linea media (o sea,
la recta que une los puntos medios de los lados no paralelos y es paralela

a las bases): m = %(a+b).

1

A
a

Q

a)

Fig. 91 Fig. 92 Fig. 93

El dreaes: S = ~%~(a+b)h = mh. Un trapecio es isdsceles si d = c.

En este caso S = (a—ccos y)cseny = (b+c cos y)c sen y.

CUADRILATERO (fig. 90). La suma de los dngulos interiores de todo
cuadrildtero convexo es igual a 360°. a®+ b2+ 2+ d? =d}+di+4m?, mes
el segmento que une los puntos medios de las diagonales. El drea es

= 1/,did, sen a.

En un cuadrildtero se puede inscribir una circunferencia (fig. 91, a)
si, y s6lo si a+c¢ = b+d. Se puede circunscribir una circunferencia a
un cuadrildtero (fig. 91, b) si, y sb6lo si a+y = f+3J = 180°. Para un
cuadrilatero inscrito se cumple que: ac+bd = d,d,. El 4rea del cua-
drilatero inscrito es S =1/(p—a)(p—b)(p—c) (p~d), donde p =
=1y(a+b+c+d).

PoLiGono (fig. 92). Si el nimero de lados es igual a », la suma de los
angulos interiores es igual a 180°(#—2). La suma de los 4ngulos exte-
riores es igual a 360°. El drea se determina dividiendo el poligono en
tridngulos.
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Un poligono es regular si tiene todos sus lados y sus angulos iguales
entre si. Para los poligonos regulares que tienen n lados (fig. 93) se tiene
que: el angulo central @ = 360°: n, el 4ngulo exterior 8 = 360°: n, el
angulo interior y = 180°—8. Si R es el radio de la circunferencia cir-
cunscrita y r el radio de la circunferencia inscrita (apotema), entonces

ellado a = 24/RP—r% = 2Rsen 5 = 2rtg . El drea S ='/ynar =

=m2tg -;— = 1/,nR?sen & = 1/ ;na* ctg—;— . En la tabla abajo véanse
los datos de cada poligono regular.

ELEMENTOS DE LOS POLIGONOS REGULARES

Notaciones: 7 es el nimero de lados, a es el lado, R es el radio de
la circunferencia circunscrita, r es el apotema (radio de la circunferencia
inscrita).

a
r

48 | 183,08 | 3,1326 | 3,1461 | 7,6449 |1,0021 | 0,1308 | 0,1311 0,9979 | 7,6285
64 ] 325,69 | 3,1366 | 3,1441 |10,190 | 1,0012 |-0,0981 | 0,0983 | 0,9988 10,178

CIRCUNFERENCIA. El radio es r y el didmetro es d. Angulos relacionados
con la circunferencia* (fig. 94): el 4ngulo inscrito es a = ‘/,Fé', el
dngulo entre la cuerda y la tangente es f = ‘/,I(f; el 4ngulo entre las
cuerdas (fig. 95) es s ¥ =i@(5§+ﬁ)); el 4ngulo entre las secantes
(fig. 96) es @ = */{(DE— BC); el 4ngulo entre la tangente y la secante

* En cstas igualdades no figura la longitud del arco, sino su medida angular, la
cual coincide con la medida de! Angulo central correspondiente.

13 14016
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es B =i/L(TEiB); el 4ngulo entre las tangentes (fig. 97) es o =
= }/,(BDC— BEC).

Para las cuerdas que se cortan (fig. 95) se cumple que: AC-AD -
= AB-AE = r*—m?,

Para las secantes se cumple que (fig. 96): AB-AE = AC-AD =
= AT?* = m*—rt,

™
1S)

La longitud de la circunferencia es C'y el drea del circulo es S (r es
el radio, d es el didmetro)

n=S =3,141592653589793 ...
C=2nr~628r, C=nd~3142d, C=2475x 3545 V'S.
S=art~31420, S=2L~omsd, s=51=025Cd
r=Snosoc, d=24/5~ 118V

véase también la tabla en las pags. 68-71.
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SEGMENTO Y SECTOR (fig. 98). r es el radio, ! es 1a longitud del arco, a
es la cuerda, @ es el 4ngulo central (en grados), Aes la flecha del segmento.

a=2\2hr—-h = 2rsen§;
h=r-4/P-F = r(l-cos3) = $85 1= 2= & 0,01745m.
Aproximadamente es:
n 1=222

o

) 1=4/a+%n.
El drea del sector es

5 = 2% ~ 0,00873%. Fig. 98

El drea del segmento es S, = '—2’ (%—sen a) =—;— [ir—a(r—h)}.

Aproximadamente es S, = Thi (6a+8b). Véanse en las pags. 72-76

las tablas para S, /, h y a.

ANILLO CIRCULAR (fig. 99). D = 2R es el didmetro exterior, d = 2r
¢s el didmetro interior,-p = E%—'—) es el radio medio, § = R—r es el
grosor del anillo.

El drea del anillo es S = n(R*—r®) = % (D*—d*) = 2mpd.

El édrea de la parte del anillo (sombreada en la fig. 99) de angulo
central @ (en grados) es:

- _ _ o
S = o5 (RE—r) = 22 (D*—d?) = T 06

B. ESTEREOMETRIA

2. Rectas y planos en el espacio

Dos RECTAS pertenecientes a un mismo plano o tienen un punto
eomun o no tienen ninguno. En el tltimo caso las rectas son paralelas.
Si por dos rectas no se puede trazar un plano, entonces se dice que se
cruzan.

13+
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EL ANGULO ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN se mide por el 4ngulo
formado por las rectas que parten de un mismo punto v son paralelas
a ellas (fig. 100). La distancia entre dos rectas que se cruzan se mide
por el segmento de recta que es perpendicular a ambas rectas.

Dos PLANOS se cortan en
una recta o no tienen ningin
punto comun. En el ultimo
caso los planos son paralelos.
Si dos planos son perpendi-
culares a una misma recta
o si en cada uno de ellos
hay dos rectas concurrentes
que son, respectivamente,
paralelas entre si, entonces
estos planos son paralelos
entre si.

LA RECTA Y EL PLANO. Una recta puede estar situada totalmente en un
plano dado, puede tener un punto comiin con é! o no tener ninguno.
En el dltimo caso la recta es paralela al plano. El 4ngulo entre una recta
y un plano se mide por el 4ngulo entre la recta y su proyeccion sobre
el plano (fig. 101). Si una recta es perpendicular a dos rectas concurrentes
del plano, entonces ella es perpendicular a cualquier recta del plano
(es decir, es perpendicular al plano).

Fig. 100 Fig. 101

3. Angulos del espacio

ANGULO DIEDRO es la figura formada por dos semiplanos que parten
de una misma recta. El 4ngulo diedro se mide por su dngulo lineal ABC
(fig. 102), es decir, por el
angulo formado por las per- D 0
pendiculares a la arista DE
del angulo diedro y trazadas ¢

desde un mismo punto B en = 8
ambos planos (caras). g

EL ANGULO POLIEDRO I3 4 ”
OABCDE (fig. 103) esta
formado por varios planos 8 °
(caras) que tienen un punto Fig. 102 Fig. 103

comuin (el vértice) y que se

cortan respectivamente en lasrectas OA4, OB, . .. (las aristas). Dos aris-
tas pertenecientes a una misma cara forman un dngulo plano del 4ngulo
poliedro y dos caras adyacentes, un angulo diedro. Dos 4ngulos poliedros
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son iguales si, al ser superpuestos, coinciden; para esto deben ser res-
pectivamente iguales los elementos de los dngulos poliedros (los angulos
diedros y los planos). Si los elementos correspondientemente iguales
del 4ngulo poliedro estén situados en orden inverso, entonces los angu-
los poliedros, al ser super-
puestos, no coinciden; en
este caso son simétricos, es
decir, pueden ser reducidos
a la posicidbn representada ‘
en la fig. 104.

El 4ngulo poliedro con- \(
vexo estd totalmente situado
hacia un lado de cada una
de sus caras. Lg suma de los
dngulosplanos AOB+ BOC+
+...+EO0OA (fig. 103) de
cualquier &ngulo poliedro

convexo es menor que 360°, !
Los ANGULOS TRIEDROS Fie. 104 Fig. 105
son igualessi: 1) son iguales 8. 2.

los d4ngulos diedros com-

prendidos entre dos 4ngulos planos correspondientemente iguales
y con la misma ubicacién o 2) son iguales Jos angulos planos com-
prendidos entre dos dngulos diedros correspondientemente iguales
y con la misma ubicacién o 3) son correspondientemente iguales tres
4ngulos planos y con la misma ubicacién, o 4) son correspondiente-
mente iguales tres 4ngulos diedros y con la misma ubicacién.

ANGULO SOLIDO es la parte del espacio limitada por rectas que estdn
trazadas desde un mismo punto (vértice) a todos los puntos de alguna
curva cerrada (fig. 105). Este caracteriza el dngulo visual bajo el cual
se ve la curva dada desde el vértice. La medida del 4ngulo sélido es el
4rea que recorta el 4ngulo s6lido en la esfera de radio uno con centro
en el vértice. Por ejemplo, para el cono con el 4ngulo en el vértice de
120°, el dngulo sélido es igual a 7 (véanse las férmulas en la pag. 203).

4. Poliedros

Notaciones: V es el volumen, S es la superficie total, M es la superfi-
cie lateral, 4 es la altura, Fes el 4rea de la base.

UN POLIEDRO es un cuerpo limitado por planos.

PrisMa (fig. 106). Las bases son poligonos iguales: las caras laterales
son paralelogramos, Un prisma es recto si las aristas son perpendiculares
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al plano de la base. Un prisma es regular si es recto y sus bases son
poligonos regulares. .
M = pl, donde I es la arista,

Fig. 106 Fig. 107 °

p ¢s el perimetro de la seccién del

prisma mediante un plano
perpendicular a la arista.
S = M+2F; V= F-h.
Para un prisma triangular
truncado por un plano no
paralelo a la base, V=%
(a+b+0c)Q (fig. 107), donde
a, b, y ¢ son las longitudes
de las aristas paralelas y Q
el 4rea de la seccién perpen-
dicular. Para un prisma de n
caras truncado por un plano
no paralelo a la base, V=IQ,

donde !/ es la longitud de la linea BC que une los centros de gravedad
de las bases y Q el 4rea de la seccion perpendicular a esta linea.

EL PARALELEPIPEDO (fig. 108) es un prisma cuyas bases son paralelo-
gramos. En un paralelepipedo todas las diagonales concurren en un
mismo punto, en el cual se dividen por la mitad. Un paralelepipedo es
rectangular, si es recto y sus bases son rectdngulos. En un paralelepipedo

rectangular (fig. 109) todas
las diagonales son iguales.
Si @, b y ¢ son las aristas de
un paralelepipedo rectangu-
lar y d es su diagonal, enton-
ces d2= a®+b*+ c?, V = abc,
S = 2(ab+ bc+ca).

El cubo es un paralelepi-
pedo rectangular con aristas
iguales:

a=>b=c¢ d®=3d,

V = a®, S = 6a’.

Fig. 108 Fig. 109

PRAMIDE (fig. 110). La base es un poligono cualquiera, las caras
laterales son tridngulos que parten de un mismo vértice. La pirdmide
se llama n-angular, si tiene n caras laterales (y junto con la base tiene

n+1 caras). V = %—Hx
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Si la pirdmide est4 cortada por un plano paralelo a la base, entonces

SAv_ 5B _ S _ _ SO,
A4~ BB~ CC T 0,0
el &rea ABCDEF _ (ﬂ)*
el érea A,B,C,D,\E.F;  \ SO,/ ’

SO es la altura de la piramide, que es la perpendicular bajada desde el
vértice hasta la base.

Fig. 110 Fig. 111 Fig. 112

Una pirdmide es regular (fig. 111) si la base es un poligono regular
y la altura pasa por su centro.

Para la pirdmide regular M = /,pa [p es el perimetro de la base,
« es la apotema de la pirdmide regular (la altura de cualquiera de sus
caras laterales)].

EL TETRAEDRO es una pirdmide triangular (fig. 112). Si 04 = a,
OB = b, OC = ¢, BC = p, CA = q, AB = r, entonces*

0 rt g% a* 1

. rr 0 p* p? 1

V2= i ¢ pt 0 ¢ 1
at b 2 0 1

1 1 1 1 O

TrONCO DE PIRAMIDE (el plano de interseccion es paralelo a la base
(fig. 113). Si Fy fson las areas de las bases, 4 es la altura (la distancia

entre las bases), 4 y a son dos lados de las bases correspondientes,
entonces

V=ghlFef+VE| = a1+ 5+(5)]

* Véanse los determinantes en la pag. 166.
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Pﬁ-p

Para ¢l tronco de piramide regular M = 5

los perimetros de las bases, « es la apotema.

OsBeLisco. Las bases son rectdngulos situados cn planos paralelos,
las caras laterales opuestas tienen igual inclinacién con la base, pero no
se cortan en un punto (fig. 114). Sia, b y a,, b, son los lados de la base
y h es la altura, entonces

V = % (Qa+adb+Qa+ab,] = ¢ lab+(a+ay) (b+by)+aib,).

a donde Py p son

CuraA. La base es un rectangulo, las caras laterales son tridngulos
isosceles y trapecios isosceles (fig. 115). V = %(2a+a,)bh.

A
Fig. 113 Fig. 114 Fig. 115

POLIEDROS REGULARES. Son los poliedros c.yas caras son todas,
poligonos regulares y los angulos poliedros son todos iguales.
Existen cinco poliedros regulares (fig. 116), cuyos datos se exponen en
la tabla.

Elementos de los poligonos regulares (a es la longitud de la arista).

Numero de Namero de 5
Denominacién| caras y sus |— ¢ Su{:::;ilcxe Volumen
formas aristas J vértices
Tetraedro 4 tridngulos 6 4 1,7321. a2 0,1179-a3
Cubo 6 cuadrados 12 8 6-a? a3
Octaedro 8 triangulos 12 6 3,4641-a2 0,4714- a3
Dodecaedro 12 pentagonos 30 20 20,6457 a2 7,6631.a3
Icosaedro 20 tridngulos 30 12 8,6603. a2 2,1817-a3

LBOCOE

Fig. 116
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Teorema de Euler. Si e es el nimero de vértices del poliedro, f es
el nimero de caras y k es el nimero de aristas, entonccs e— k+f = 2 (con
la condicién de que el poliedro sea convexo o se pueda transformar en
convexo mediante una deformacion continua). Véanse en la tabla los
ejemplos de poliedros regulares.

5. Cuerpos redondos

Notaciones: V es el volumen, S es la superficic total, M cs la super-
ficie lateral, A es la altura, F es la superficie de la base.

SuperFICIE CILINDRICA (fig. 117). Es la superficie generada por una
linea recta (generatriz) que se desplaza paralelamente a una direccién
dada a lo largo de una curva (directriz).

CILINDRO es un cuerpo limitado por una superficie cilindrica cuya
directriz es cerrada y por dos planos paralelos, que son las bases del ci-
lindro. Para todo cilindro (fig. 118) (p es el perimetro de la base, s es
el perimetro de la seccién perpendicular a la generatriz, Q es su 4rea,
I es l1a longitud de la generatriz) se cumple que:

M=ph=sl. V=Fh=QQl

EL CILINDRO CIRCULAR RECTO tiene por base un circulo y sus
generatrices son perpendiculares al plano de la base (fig. 119); R cs el
radio de la base;

M = 2aRh; S =2aR(R+h); V = aR%h.

CILINDRO TRUNCADO CIRCULAR (fig. 120):

M= nRG b, S =Rt i R A/ R (s
Miths

V = aR* 2
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SeGMEN1O CILINDRICO (las designaciones, véanse en la fig. 121;
o= ; estd expresado en radianes):

14 =T’z'>‘ [@(3R?—a®) + 3R*(b— R)a] = i;ﬂ (sen - Se';“ — & cos a).
M = B2 (b-Ru+a)

(las formulas son validas para el caso b > R, ¢ > 7).

Fig. 123 Fig. 124

Tuso ciLiNDRICO (fig. 122). Ry r son los radios exterior e interior;
6=R-r, p= RT'” (el radio medio):

V = nh(R*—r%) = ah6QR—0) = nhd(2r+06) = 2nhdp.

LA SUPERFICIE CONICA (fig. 123) est4 engendrnda por una linea recta
(generatriz) que se desplaza a lo largo de una linea curva (directriz)
y tiene un punto fijo (vértice).

EL coNo (fig.. 124) estd limitado por una superficie cénica cuya
directriz es cerrada y por un plano que forma la base. Para cualquier

cono YV = —; hF,
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EL CONO RECTO CIRCULAR (fig. 125) tiene por base una circunferencia
y su altura pasa por el centro de la circunferencia de la base (/ es la
longitud de la generatriz y R, el radio de la base):

M — 7Rl = aRV/REFH; S = aRR+1); V- S akh.
Para el cono truncado recto (fig. 126) se tiene que:
I = VEF(R=PE; M = al(R+r); V=2 (R+r+Rr);

H = h+"

R-r *

LAS SECCIONES CONICAS véanse en la pag. 244.

ESFERA. S es la superficie esférica, R es el radio de la esfera, D = 2R
es el didmetro de la esfera (fig. 127). Toda seccién de la esfera por un

Fig. 125 Fig. 126 Fig. 127

plano, es un circulo. Circulo mdximo es el circulo de radio R que se
obtiene de la interseccion de la esfera por un plano que pasa por su
centro. Por dos puntos cualesquiera de la esfera (que no sean los extremos
opuestos de un didmetro) siempre se puede trazar un circulo maximo
y s6lo uno. El arco menor de este circulo mayor es la distancia més
corta entre los puntos dados en la esfera.

Véase en las pags. 220-221 la geometria en la esfera.

El 4rea de la esfera y el volumen son:
S = 4nR® ~ 12,57TR?, S = aD? =~ 3,142D%, S = \’/36an ~

~ 4,836/ V1,
V =5k~ 4,189R%, V= 2%~ 0,5236D°,

1 K —
V= ?'\/T ~ 0,09403 4/S%;

1 5 3 /3V 3
R=11/5~080V5 R=1/% ~0604{/7.
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SECTOR ESFERICO (fig. 128):

2,
S = aRQh+a); V=T,

SEGMENTO ESFERICO (fig. 129):

a® = h2R-h); M = 2aRh = a(a®+h%); S =aQRh+a?) =
= a(h®+2a%);
V = ¢ nh(Gat+h?) = 3 ThGR- ).

Fig. 131 Fig. 132 Fig. 133

ZoNA ESFERICA (fig. 130):

@obopy

2 . 2
R? = g%+ —n

M = 2aRh;

S = nQRh+a*+b; V= | ah(3a*+3b2+ k).
Si ¥; es el volumen del cono truncado inscrito en una zona esférica
(fig. 131) y ! es su generatriz, entonces V— V; = %nhl*‘.

EL TORO (fig. 132) es la superficie formada por Ia revolucién de una
circunferencia alrededor de un eje que yace en el plano de la circunfe-
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rencia y no la corta.

S = 4n*Rr ~ 39,48Rr, S = n*Dd = 9,870Dd,
V = 27%Rr? = 19,74Rr?, V = 1/, 7%Dd® =~ 2,4671Dd>.

TonEL (fig. 133). Para el tonel circular (la generatriz es un arco de
circunferencia), aproximadamente, se tiene:

V = 0,262h2D%*+d? o V = 0,0873h(2D+d)*.
Para el tonel parabdlico, se tiene:

v="Tr (2D*+Dd +2 d?) = 0,05236h(8D*+4Dd+3d").



IV. TRIGONOMETRIA
A. TRIGONOMETRIA PLANA

1. Funciones trigonométricas

SISTEMA RADIAL DE MEDICION DE LOS ANGULOS. En los problemas
teoricos, ademds de las medidas de éngulos en grados que se practica,
suele emplearse la medici6n en radianes: para toda circunferencia el
valor de un angulo central «, se mide por la razon entre la longitud del
arco [/ correspondiente a este 4ngulo y la longitud del radio r de esta

. . 1
circunferencia: a = -

En esta medicién se toma por unidad el radidn, que es el angulo
central correspondiente a un arco cuya longitud es igual al radio dela
circunferencia. 1 radian es igual a 57°17°44”,8 o 57°, 2958; 1° =
= 0,017453 de radian. La conversién de un sistema de medida a otro
se efectia mediante las formulas:

180 . .
=« (radianes)*, o (radianes) = '1%0 «°.

En particular, 360° = 2n, 180° ==, 90° = =, 270° = 2 —, etc.

Véanse en la pag. 77 las tablas de conversion de grados a radianes,

DEFINICIONES. Las funciones trigonométricas de un angulo « se definen
mediante el circulo trigonométrico** (el radio R=1) o también mediante
el tridngulo rectdngulo (paraos angulos agudos) (fig. 134, a y b).

* El radidn no .iene una desxgsamén especial; un angulo que mide « radianes se
designa simplemente por ©
** El angulo « se mlde desdc el radio fijo OA hasta el radio mévil OC en sentido
contrario al de las agujas de un reloj (direccién positiva).
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seno: sen o= BC=—,
coseno: cosa = OB=—,
tangente: tga =AD =

cotangente: ctge =EF =

secante: secca = OD=

7]
cosecante: coseca = OF =

sle oo R|le &y ol o]
. -

Fig. 134

Los siGNos. A las funciones se les anota un signo determinado en
relacién con el cuadrante del circulo trigonométrico (fig. 134, @) en que
esté situado el radio mdvil OC, de acuerdo a la siguiente tabla:

Cuadrante Valor del 4ngulo sen I cos | g | cig ‘ sec Icoscc

|

I desde 0° hasta 90° + +
11 desde 90° hasta 180° + -
1 desde 180° hasta 270° — -
v desde 270° hasta 360° - +

P+ 1+
P+ 1+
+1 14
e

Limites de variacion:

el seno y el coseno: desde — 1 hasta +1
la tangente y la cotangente: desde — oo hasta + oo
la secante y a cosecante: desde — oo hasta — 1y desde +1 hasta + oo,

Los valores de las funciones de los 4ngulos que sean miltiplos de 30°,
45°, estan dados en la tabla de la pag. 209.

LA NATURALEZA DE LA VARIACION de las funciones trigonométricas
cuando el 4ngulo crece desde 0° hasta 360° se determina por las gréficas
representadas en la fig. 135*.

Los valores de las funciones trigonométricas de cualquier 4ngulo se
hallan por las siguientes reglas:

1) Si el 4ngulo €s mayor que 360°, las funciones se reducen a funcio-
nes de un angulo situado entre 0° y 360° (la tangente y la cotangente al

* La grifica del seno es la sinusoide ordinaria; sobre sinusoides mas generales
véase la pag. 104,
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7 2n  éangulo entre 0° y 180°) segin las
I ' férmulas (r es un ntmero entero):
| sen (360°-n+a) = sen a,

E : cos (360°-n+a) = cos a,

o 1 tg (180°-n+0o) = tg«,

ctg (180°-n+a) = ctga.

... cosec

2) Si el angulo es negativo, la
funcién se reduce a la funcién de
un angulo positivo segtin las for-
mulas:

sen (—o) = sen «,
cos (—a) = cosa,
tg (o) =—tga,
ctg (—a) =—ctga,

3) Si90° < a < 360°, la funcion
se reduce a la funcién de un 4ngulo
agudo segiin las férmulas de reduc-
cién dadas abajo.

4) Si el 4ngulo es agudo: 0° < « < 90°, entonces la funcién se halla
mediante las tablas (pags. 53-56).

Por ejemplo, sen (—1000°) = —sen 1000° = —sen (360°-2+280°) =
= —sen 280° = +cos 10° = -+0,9848*,

FORMULAS DE REDUCCION

Funcién ‘l £ = 90°+a f=180°+a | B=270°%a i § = 360°—«
sen + cos a F sen o — cosa —sena
cos B N F sena — COS & + sen « + cos a
tg f Fctga T tga Fetga —tga
ctg B Ftga + ctg « Ftga —ctga

* Los valores de las funciones de los dngulos dados en radianes se encuentran en
las tablas de las pégs. 57-60, compuestas para los valores de los argumentos desde 0
hasta 1,60. Si el dngulo dado excede los limites de la tabla, entonces se emplean las
mismas reglas y férmulas de reduccién que para los dngulos dados en grados [por
ejemplo, sen (2714 x) = sen x, sen (21— x) = --sen x, etc.].



VALORES DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS PARA LOS ANGULOS MULTIPLES DE 30° y 45° (% Y %)

|

Angulos; d Angulos; Angulos; Angulos;

Ier cuadrante | Ile cuadrante IIIer cuadrante l IVo cuadrante
Funcién | 0° 30° | 45° | 60° | 90° 120°) 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
BEESIESEE N N M N AR TS OEW N PN
tg 0 —‘g 1 «/E;too—x/i-x_‘/TEo %E 1 \/3;em—3_1—3§o
cg Fe| V3| 1 ‘—?r 0 —1/33 —1 [=V3| Feo | /3| 1 -‘/3—3 0 —1/3—3 -1 [-V3| F
sec 1 2%/3 V2| 2 | 4| -2 ~\/’2'_2$ -1 ‘2?—\/5 2| Feo| 2 V2 2———‘3/3 1
cosec Feo| 2 | V2 2‘3/3 1— 2‘3/3 V2| 2 | +e]| -2 |-4/2 2‘3/5 —1 2‘3/5—45 -2 | Fe
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2. Férmulas fundamentales de la trigonometria

FUNCIONES DE UN ANGULO:

senfatcosta =1, - =tga, senc-coseca =1,
secta—tgta =1, cosa-seca =1,
cosecta—ctgla =1, - =ctge, tga-ctga =1

EXPRESION DE UNA FUNCION MEDIANTE OTRA (del mismo angulo)*:

~ _— & 1 secta—1 1
sena = v/ 1—cos’a = o = __=‘/’°°“ = ,
vVittgta V1+cigla sec « cosec
_ 1 cosecta—1
cosa:\/]_sen2¢= ! = cge _ ! _ \/&W_f_.-_s
V1+igt« V1+ctgla sec o cosec a
T—costa — 1
tgo = sen a =\/l cosa=_l__=vsecza_1=_____’
\/l-len'u cosa ctga ‘\/co:ec’a—»l
sen? 1 1 -
ctga:vl senfa cos a =V oL _ fcosectacT.
sena v 1=costa tga \/sec’zx—l

FUNCIONES DE LA SUMA Y DE LA DIFERENCIA DE ANGULOS:

sen (x+f) = senacosftcosasenB, cos(atf) = cosacosBF
Fsen« sen f,

_ _tgadttgp __ ctgactgfF1

tg (@1h) = iTtgatgp * ctg (@1p) = ctgftctga °

sen (¢+f+y) = sena cos f cos y+cosasen fcosy+
+¢cos & cos § sen y—sen a sen fsen y,

cos (x+f+9) = cosa cos B cos y—sena sen f cos y—
—sen « cos 8 sen y—cos « sen § sen .

FUNCIONES DE LOS ANGULOS MULTIPLES
.en2u =2senacos®, sen3x = 3sena—4sen’a,
cos 2¢ = costo—sen®a; cos 3o = 4 cos®a—3cosa;
sen 4o = 8 cos® a sen e —4 cos & sen «,
cos 4 = 8costax—8cos?a+l;

* Bn estas férmulas delante del signo de la raiz deben ponerse los signos «+» o
«—», segiin en que cuadrante se encuentre el dngulo,
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3 —tg3 —4:8
tg2a= 2tsa7, tgk:_tga tg3a tg4ac= 4tga—4133x

1-tgta 1-3tgta °’ T—6tglat+igia
_ctgta—1 ctx’a——3ctga _ ctgba—6ctgla+tl
ctg2a = 2ctga ctg 3a = Jctgta— ; ctgda = dctgia—dctga

para determinar el sen na y el cos na cuando n es muy grande es conve-
niente emplear la férmula de Moivre para los nimeros complejos
(pag. 570)*

cos nu+isen no = (cos a+isen a)® = cos™ a+incos *~'asen x—
—CEcos* 2w sen? a— iC8 cos* 3 o sen® o+ C4 cos™ % & sen® o +
de donde
cos ne == cos™ & — C3 cos® 2 a sen? a-- C4 cos” 4 « send o« —
- Chicos" % sen®a+ ...,

sen no

I

ncos*!asena— C3cos"*asena +
+Cicos"basenba— ...

FUNCIONES DEL ANGULO MITAD**:

‘T—cosa 1—cosa sen «

sen% = '\/1/2(1—(-.‘05&), tg% = T¥cosa ~ sena ~ I+cosa’

cos 3 = VIiHeosd), g g =4/ Iz = o o e
SUMA Y DIFERENCIA DE FUNCIONES :

sen a+ sen B = 2 sen “;’ﬂ “;ﬁ , tgattgf= :;::ucj;f)ﬂ’

sena—senf = ;‘3 p , ctgatctgB =:t—§:g(%—ff;3,

cos a+cos f = 2cos —;ﬁ cos ~~ﬂ— , tgatctgh = zz:i““:;,

+8 -8 __ cos(a+p)
cosa—cosf = —2sen — I Sen'—r’ ctga—tgf = senacosp "

* Cp son los coeficientes binominales (véanse las pags. 187-188).
*#* Véase la nota en la pig. anterior.

14+
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PRODUCTO DE FUNCIONES:
senasenf = —;— [cos (@ —p) —cos (a+p)],
cosacosf = % [cos (x—fB)+cos (x+P)],
senacosf = % [sen (@—pB)+sen (@ +M)].
sena senfseny = —}{ [sen (@+B—y)+sen (B+y—)-+
+sen (y+a—p)—sen (x+5+))],

sena cosfcosy = —i— [sen (x+B8—))—sen (B+y—a)+
+sen (y+a—pf)—sen (@+5+)],
1

sena sen B cosy = - [-cos (@+B—y)+cos(B+y—a)+
+cos (y+a—pf)~cos (a+8+)],
cosa cosfcosy = %[cos (@+B—y)+cos (B+y—a)+
+cos (y+a—p)+cos (a+5+)].
POTENCIAS DE FUNCIONES:
sen? o0 = —;-(1 —cos2a), senfa = %(3 sen x—sen 3a), .
cos® a = —;—(1 +cos2x), cos®a = %(cos 3043 cos a).

sen® o = % (cos 4 —4 cos 20+ 3),

cost o = % (cos da+4 cos 20+ 3).

Para calcular sen®a y cos®« para valores grandes de n, se pueden
cmplear sucesivamente las férmulas del cos na y el sen na de la pg. 211,

3. Cantidades sinusoidales

DerFmNICIONES. En muchos problemas de la mecénica y de la fisica se
consideran cantidades que dependen del tiempo ¢ y que se expresan
por la féormula

u = Asen{(wt+g): (%)
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tales cantidades se llaman sinusoidales, sus variaciones en dependencia
del tiempo se llaman vibraciones u oscilaciones armonicas. La gréfica de
1a funcién (%) es la sinusoide general (fig. 136), que se diferencia de la
sinusoide ordinaria (¥ = sen x) en lo

siguiente: 1) su amplitud, es decir, su u

maxima separacion del eje t es igual a 4,

2) su periodo T(“la longitud de la onda™)

. 2n . ,
es igual a -~ (w es la frecuencia de oscila-

4 g
. | @ ‘
cion)*, 3) su “fase inicial” es el angulo ¢.
La cantidad (%) se puede expresar en
la fortaa

gip

Fig. 136
u=asenwt+bcoswt, (% %) '8

siendo 4 =V a*+ b3 tgp = L ; los valores a, b, A y ¢ pueden repre-

a
sentarse como los elementos de un tridngulo rectingulo (fig. 137).
OPERACIONES CON CANTIDADES SINUSOIDALES. La suma de dos canti-
dades sinusoidales de una misma frecuencia @ es también una cantidad
sinusoidal de la misma frecuencia:

A sen (wt+@,)+ A, sen (wr +¢,) = A sen (wf + ),
siendo

A = V/ A3+ A3+ 24,4, cos (P — 1),
_ Ajseng +Assengp |
gy = Ay cos g, +Ascos @y °

la combinacion lineal de varias cantidades sinusoidales de una misma
frecuencia es una cantidad sinusoidal de la misma frecuencia:

Zec,A;sen (wt+@,) = A sen (wi+9);

a busqueda de A y ¢ se efectia graficamente por el diagrama vectorial.

DIAGRAMA VECTORIAL DE LAS CANTIDADES SINUSOIDALES. Es convenien~
¢ representar la cantidad sinusoidal (%) o (% %) en el plano en forma
de un radio vector u con las coordenadas polares p = A, ¢ y con las
coordenadas cartesianas x=a, y=b (véanse las pags. 228-229); la suma
de dos cantidades sinusoidales se expresa como la suma de los vectores
que representan a los sumandos separados (fig. 138) y la combinacién
lineal de varias cantidades sinusoidales se expresa como la combinacion
lineal correspondiente de los vectores. Generalmente, tal expresion de
las cantidades sinusoidales se llama diagrama vectorial.

* En la teoria de las oscilaciones, generalmente, este valor se llama frecuencia
elclica o circular.
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Asenp

U=

Fig. 137 Fig. 138 Fig. 139

El valor u que corresponde al valor dado ¢ en el diagrama vectorial
se obtiene de la siguiente manera: Por el origen O (fig. 139) se hace
pasar “el eje del 1iempo”, un eje OP que gira alrededor de O, en el
sentido del movimiento de las agujas del reloj, con una velocidad angu-
lar constante w; en el momento inicial (#=0) este eje coincide con el
eje Oy. Entonces, la proyeccién ON del vector considerado u sobre el
eje del tiempo es igual para todo istante ¢ al valor de la cantidad si-
nusoidal u = A sen («t+¢) (para ¢ == 0, u, = A sen ¢ esla proyeccién
de u sobre el eje Oy, fig. 138). =

4. Resolucidn de tridngulos
TRIANGULO RECTANGULO: a y b son los catetos, ¢ es la hipotenusa;

A'y B son los 4ngulos opuestos a los 1ados u y b. Relaciones fundamenta-
les:a=csenAd=ccosB,a=btgA=bctgB.

Es dado Férmulas para hallar los ei>mertos restantes
¢, 4 B =90°—-4, = csen A, “ = ccos 4,
1
a, A B =90°—4, b=actg 4, e= g
a
a,c senA=?. b=ccos A4, L =90°-4,
a a .
ab tgA=T, €= oA’ B=90-4

TRIANGULO OBLICUANGULO: ¢, b y ¢ son los lados; 4, By C, los
&ngulos opuestos a estos lados; S, el 4rea; R es el radio de la circunte-
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rencia circunscrita; r, el radio de la circunferencia inscrita; p, el semi-
. 1
perimetro [p = —i(a+b+c)].

Relaciones fundamentales :
a b c
1) Sen A = SenB = sen C
7} g® = bt4ct—2bc cos A (“teorema de los cosenos "),
3y atb _ whd+B)
a—b tgl/s(A—B)
4) S="'/absenC =2R*senAsenBsenC =rp =

p(p—a)(p—b)(p—o).

= 2R (“teorema de los senos”),

(“teorema de las tangentes™),

Relaciones complementarias:

asen B
tgd = c—acos B’

A \/(p —b)(p—¢)

2 ’

4 pp— a)
cos 5~ = V be

7]
(<]
=]
|
]

A (-0 (p—0)
2 =V -0
a+b _ cos [1/y(4A—B)] __ cos [1/3(4—-B)]
¢ T CosTi/g(A+B) ~ sen1l/;)C
a-b _ sen[l/y(4—B)] _ sen [t/g(A— B)]
e T sen[/(4+B)] T cos 1/,C

Cdleulo de las lineas relacionadas con el mangulo:
La altura sobre el lado a: h, = bsen C =csen B.

La mediana sobre el lado a: m, = %\/b2+c’+2bc cos A.

2bc cos ;
La bisectriz del dngulo A: ly = —ppa—
Fl radio de la circunferencia circunscrita: R = 2 = b
2sen 4 2sen B
. (4
= 2senC °

Fl radio de la circunferencia inscrita:
_ (p—a) (p—H) (p—0) 4, B <
r—\/—-—p—-———-=ptg7tg~2—tg2=

A B lof
= 4R sen S sen - sen 5.
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Se conocen Férmulas para hallar los elementos restantes
o asen B
1) 1lado y C =180°—-A4A—B, b = send °
2 angulos
(a, A, B) =asch_" S=—l-abunC
sen A 2
A—-B a—b C A+B o
2) 2lados y el 8—— = atb B3 = = 90°~1/,C,
angulo
comprendido una vez obtenidos A+ By A—B, se hallan 4 y B,
entre cllos
(@, 5,0 c=2%nC s=Lasenc
send 2 o
sen B = bsen A ,
a
si @ = b, entonces B < 90° y sélo tiene un valor;
3) 2 lados si @ < b, entonces:
y el dngulo 1) Btiene dos valores, para bsen 4 < a
opaesto a "
uno de ellos (B, = 180°— B)),
(a, b, A) 2) B tiene un valor (90°), para b sen 4 = a,
3) el tridngulo no tiene solucién, para b sen 4 > a;
o asen C 1
C=180°~(4+B), c=-_—, S=-absenC
. ,\/v(p—a)(p—b)(p—C)
4) los 3 P
lados tA- r tB— r t_C“ r
(a, b, ¢) 85 =72"4" Gz—up_b, 8> ¢
S =rp = vVp(p—a) (p—b) (P—0)

5. Funciones circulares (trigonométricas) inversas*

Definiciones. Se llaman funciones circulares (trigonométricas)
inversas de x a las cantidades y determinadas por las igualdades-

y = Arcsen x (arco seno) si x = sen y,
y = Arccos x (arco coseno) six = cos y, ¥ se mide en
y = Arctg x (arco tangente) six =1tgy, radianes.

Yy = Arcctg x (arco cotangente) si x = ctg y,

* También se llaman funciones ciclométricas. (Nota de la Edit.)
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Ejempios:
Arcsen 0 = 0 67 6 27, en general, Arcsen 0 = kn.
Arccos % =Z6- % ) -’31+2n, en general, Arccos % = :L-%+ 2%k,
Arctg 1= % 6 en general, Arctgl = %+kn.

VALORES PRINCIPALES. Las funciones circulares inversas son multi-
formes y los valores principales (se designan: arcsen x, arccos x, arctg x
arcctg x) estan acotados por los limites:

—;sarcsenxs-i-%, 0<arccosx<+ﬂ,

—-%<arctgx<+32'—, 0 < arcctg x <+m.

Véanse en las pags. 107-108 las graficas de las funciones circulares
inversas; en la fig. 140 estan representadas las grificas de sus valores
principales.

q
LITTo T S e T
orectg = ['%
¥
______________ LA S
FAR A — =
\ — T arcty
_ 4 - Qrecty
o lI T
e
arc p— &
oY = " |n
2
Fig. 140

EXPRESION DE UNAS FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS MEDIANTE
OTRAS*:

arcsen x = —arcsen (—x) = %—arccos x = larccos V1=x%] =
x Vi=xt
= arct, —- = |arcctg ———|,
& Vi=xt [ & x ]

* Estas férmulas son vilidas sélo para los valores principales de las funciones
circulares inversas mientras que las férmulas que estdn entre corchetes s6lo son
vélidas para valores positivos de x (ya que los limites de los valores principales para
as diferentes funcienes estan definidos d= distinta manera).
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n
arccos x = m—arccos (—x) = 5 —arcsen x =

= [arcsen V/1=x%] = [arctg 14

l-—x'] = arcctg x
\/l—-x’,

arctg x = —arctg (—x) = 7—— arcctg x = arcsen —-

[arccos Vv l+x] = [arcctg i.]’

arcctg x = m—arcctg (~x) = —"——arctg X =

\/ 1+x2

[ \/—_ \/Tx-T;' = [arctg —)1:]

RELACIONES FUNDAMENTALES ENTRE LAS FUNCIONES CIRCULARES IN-
VERSAS:

arcsen x+arcsen y = arcsen (x V1—3%+yV1—x?)
[xy <06 x*+)y*<1]

a—-arcsen (x V1= +y /1—-x2)

x>0,y >0y xt+y: > 1]

=—n—arcsen (x V1—y2+y/1-x9)
[x<0,y<0yx*+y*>1],

arcsen x —arcsen y = arcsen (x v/1—32—y v/1—x?)
[xy =06 x2+y* <= 1]

= ;m—arcsen (x\/l -y 1-x%)
[x>0,y<0yx*+y* > 1]

= —m—arcsen (x/1—)*-y /1—x%)

[x<0,y>0y x2+)y*>1]

arccos x+arccos y = arccos (xy —V1—x24/1—)*%) [x+y=0]
= 2n—arccos (xy—V1-x2y/1-3%) [x+y < 0],



FUNCIONES CIRCULARES (TRIGONOMETRICAS) INVERSAS 219

arccos x —arccos y = —arccos (xy + V1—x*v/1=y*) [x =]
= arccos (xy+1/1—-x2/1—)%) {x <yl
arctg x+arctg y = arctg yy [xy < 1]
= mtarctg +: [x >0, xy>1]
= —m+arctg % [x <0, xy > 1],

_ x—y
arctg x—arctg y = arctg { - [xy >—1]
= m+arctg lx;’:y [x>0,xy<-1]
= —n+tarctg-> 1+xy x<0,xy <-—1],
2 arcsen x = arcsen (2x 4/1—x%) [‘x|<715]
= n—arcsen (2x v/1—x2) [-—<x<l]
= —zm—arcsen (2x /1—x?) [—-1<x<—%],
2 arccos x = arccos (2x%—1) D=<x=1]
= 2m—arccos (2x2—1) [-le=x<0],
2 arctg x = arctg T—z—ixf [Ix] <1]
= n+arctgl—2_’ix; [x > 1]

2x

=—ntarctg 1 [x <-1},
cos (n arccos x) = 2"'T,(x) (n=1%,

donde T,(x) se determina por la igualdad:

T = VD oo VA"

Para n entero, T,(x) ¢s un polinomio en x (polinomio de Chébichev).

* La férmula también es valida cuando n no es entero.
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B. TRIGONOMETRIA ESFERICA

6. Geometria de la esfera

LINEAS GEODESICAS EN LA ESFERA. Al cortar la esfera por un plano que
pase por su centro, obtenemos en la superficie de la esfera el llamado
circulo mdximo cuyo radio es igual al de la esfera. Por cada dos puntos
A 'y B de la esfera (a excepcién de los extremos opuestos del didmetro
de la misma) se puede trazar s6lo un circulo méximo; su arco menor
AaB (fig. 141) es la linea m4s corta entre todas las lineas (por ejemplo,
AbB) de la esfera que unen estos puntos (la llamada linea geodésica*
de la esfera), y desempeiia en la superficie de la esfera la misma funcién
que la recta en el plano.

Fig. 141 Fig. 142

MEDICION DE LOS ARCOS Y DE LOS ANGULOS EN LA ESFERA. La longitud
de un arco de la circunferencia méxima, -« a, con &ngulo central « (en
radianes) es igual a Ra, donde R es el radio de la esfera; para una misma
esfera es conveniente tomar por unidad de medicién de arcos, el radio
R;entonces — a = a. Enlas férmulas siguientes se ha tomado esta unidad
de medida.

El 4ngulo ABC formado por dos arcos de dos circunferencias
maximas de la esfera (fig. 142) se mide por el 4ngulo lineal A’BC’
formado por las tangentes en el punto B a los arcos correspondientes o,

lo que es lo mismo, por el angulo diedro formado por los planos OBA
y OBC.

TRIANGULOS ESFERICOS. Tres circunferencias méximas forman en la
esfera varios tridngulos esféricos. Entre ellos examinaremos aquél cuyos

* Véase la pag. 306.
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lados y angulos son menores que 180°. Los lados del tridngulo a, b y c,
se miden por los angulos planos del dngulo triedro OABC (fig. 143;
O es el centro de la esfera) y los dngulos del tridngulo A4, By C se miden
por los 4ngulos diedros de este mismo angulo triedro.

PROPIEDAD FUNDAMENTAL del tridngulo esférico: la suma de sus 4ngu-
los A+ B+ C es siempre mayor que 180°, La diferencia (4+ B+ C)—x =
= dexpresada en radianes, se llama exceso esférico del tridngulo esférico
dado.

EL AREA DEL TRIANGULO ESFERICO es S = R*J, donde R es el radio de
la esfera y d es el exceso esférico. El drea de un bidngulo formado por dos
arcos de circunferencias maximas (fig. 144) es S = 2R?4 (2 A esta
expresado en radianes).

17
\ 3

Fig. 143 Fig. 144 Fig. 145

7. Resolucién de tridngulos esféricos

TRIANGULOS RECTANGULOS (a, b son los catetos; c es la hipotenusa;
Ay B son los 4ngulos opuestos a los lados a, b; fig. 145).

Relaciones fundamentales :
1) sena = sen csen A, 6) tga = tgccos B,
2) sen b = sen csen B, 7 tgb =tgccosA,
3) tga =senbtg A, 8) cos B = cos bsen A,
4) tgb =senatg B, 9) cos A = cosasen B,
5) cosc = cosacosb, 10) cosc = ctg Actg B.
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Numero de la
Son dados férmula para los
elementos restantes

La hipotenusa y el dngulo: ¢, A a(l), b(7), B(10)
El cateto y el &ngulo opuesto: a, 4 5(3),c(1), B(9)
El cateto y el dngulo adyacente: a, B b (4), c (6), A (

Los dos catetos: a, b c(5), A (3), B(4)
Los dos 4ngulos: A y B a(9), b (8), c(10)

Las f6rmulas 1 — 10 pueden obtenerse por la siguiente regla de Neper :
al disponer cinco elementos de un tridngulo rectdngulo (omitiendo el
4ngulo recto) en un circulo en el mismo orden que ellos tienen en el
tridngulo y al reemplazar, en este caso, los catetos a y b por sus comple-
mentos hasta 90° (fig. 146), entonces

c
Fig. 147

1) el coseno de cada elemento es igual al producto de las cotangentes
de los dos elementos adyacentes a él.

2) el coseno de cada elemento es igual al producto de los senos de
los dos elementos no adyacentes.

Por ejemplo: cos A = ctg (90°—b) ctg ¢, cos (90°—a) = sen csen A.

TRIANGULOS OBLICUANGULOS (A, B, C son los dngulos del tridngulo;
a, b, c son los lados opuestos, fig. 147).

Relaciones fundamentales :

sena sen b enc [ ”
1 wod = 3 = mC (“teorema de los senos”)

2) cos a = cos b cos c+sen b sen ¢ cos A,
3) cos A = —cos Bcos C+sen Bsen Ccosa
(2, 3 son los “teoremas de los cosenos”,)
4) senactg b = ctg Bsen C+cos acos,C,
5) sen A ctg B = ctg b sen c—cos 4 cos c.
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6 Nl’ulnero cleh]lll
rraula para hallar
Son dados los elementos
restantes
Los tres lados: g, b, ¢ A4(2,ByC(1)
Los tres angulos: 4, B, C a(3), yc(l)
Dos lados y el d4ngulo comprendido entre ellos: a, b, C B@) Ayc(l)
Dos dngulos y el lado que los contiene: A, B, ¢ b(5)y,ay C()
Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos: a, b, B A, c5),C)
Dos 4ngulos y el lado opuesto a uno de ellos: 4, B, b a(1), C4),c(1)

C. TRIGONOMETRfA HIPERBOLICA*

8. Funciones hiperbélicas

DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS.

El seno hiperbdlico (abreviadamente se escribe sh), el coseno hiperbo-
lico (o ch) y la tangente hiperbélica (o th) se definen por las férmulas:

eT—e—2%
shx = 2' ,
X —%
chx:e+2¢ ,
ex—e—2
thx=re=s-

La definiciébn geométrica de las funciones hiperbdlicas es andloga a
la definicién de las funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente),
véanse mds adelante (las pags. 226-227).

La cotangente hiperbdlica, la secante hiperbdlica y la cosecante
hiperbdlica se definen como cantidades inversas:

1 2
shx = ex—e-% °
EL CARACTER DE VARIACION de las funciones hiperbélicas se determina

por las gréficas representadas en la fig. 148. Véase también el texto
de la pag. 109.

Véanse en las pags. 57-60 las tablas de las funciones hiperboblicas.

sechx =

chx  e*te—%*

* Con esta denominacidn estan reuriidas unas nociones elementales de las funcio-
nes hiperbdlicas, andlogas a las nociones de las funciones trigonométricas.
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Fig. 148

9. Formulas fundamentales de la trigonometria hiperbdlica

Para las funciones hiperbdlicas se cumplen unas f6rmulas analogas
a las de las funciones trigonométricas (pags. 210-211)*.

FUNCIONES . DB UN-ARGUMENTO .

ch*x—sh*x =1, sech!x+th*x =1, cth®x—cosech®x =1,
thx-cthx =1, shx _ th x, chx _ cth x.
chx sh x

® Estas (6rmulas pueden obtenerse de las férmulas correspondientes para las
funciones trigonométricas mediante una regla simple, véase mas adelante la pag. 225.
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EXPRESION DE UNA FUNCION MEDIANTE OTRA (del mismo argumento )

th*\/(il-{;:.l_‘ th x _ 1 __\/l—sech’x__ 1
Vi=thtx 4/cthtx—1 sech x cosech A
——— 1 th 1 | +cosech® v
chx = \/sh’x+1 - - cth x - - v/ 1 ¥cosech \’
AV1-thtx  4/cthtx—1 sech x cosech x
sh x v/ chtx—1 1 e 1
thx = = = =‘\/1—S€Ch2X=——:::T" .
Vshix+1 chx cth x 4/ 1 +cosech? v
h? 1 ch 1 1 e
cth x = Vebixt1 _ X = = —+/cosech?x- !.
sh x Vehtx—1 th x v/ 1=sech? x

FUNCIONES DE LA SUMA Y DE LA DIFERENCIA DE DOS ARGUMENTOS |

sh(xty) =shxchytchxshy, ch(xty)=chxchy+tshxshy,

1+cthxcthy

_ thrithy _ Lbchxohy
th(x£y) = ygmy . hOE) = 0o,

FUNCIONES DEL ARGUMENTO DOBLE:
sh2x = 2shxchx, th 2x = 2thx:(1+th?x),
ch 2x = sh? x+ch?, cth2x = (14-cth?x): 2 cth x.
FORMULA DE MOIVRE: (ch x1sh x)* = ch nx3-sh nx (véase la rag.
211).
FUNCIONES DEL ARGUMENTO MITAD:
chx—1 sh x

x ——— x
sh Pl i\/l/’(Chx—l)" th 2 shx  chx+l’®

x T T x sh x chx+1
ch 3 = '\/‘/:(Ch x+1), cth 3T hx—1 = “Shx "
SUMA Y DIFERENCIA DE FUNCIONES:
shxtshy = 2sh/;(xty) ch/, (xFy),
sh (xé:;r)

chx+chy =2chl/y(x+y)chl/y(x—y), thxtthy= el
chx—chy = 2sh/; (x+y)sh 1/,(x—»).

RELACION ENTRE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS Y LAS TRIGONOMETRI-
CAs**:

senz =—ishiz, cosz=chiz, tgz=—ithiz, ctgz=icthi,

shz=—jseniz, chz=cosiz, thz=—itgiz, cthz=ictgi:;

* El signo ¢«+» para x > Oy ¢—»s para x < 0.
** Véanse en la pag. 574 las funciones de variable compleja.

15 14016
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cada una de las férmulas que relacionan entre si las funciones hiperbdli-

cas de x 6 de ax (pero no de ax-+b), puede ser obtenida de la férmula

correspondiente que relaciona las funciones trigonométricas de «

(pags. 210-211) mediante el reemplazo de sen« por ish x y de cos«
por ch x. Por ejemplo :

cos’a+sen’a =1, ch®x+i?sh?x=1 6 chlx—shix =1

sen 2o == 2senacosa, ish2x = 2ishxchx
0 sh2x =2shxchx, etc.

»

10. Funciones hiperbélicas inversas

DeriNICIONEs. Se llaman funciones hiperbélicas inversas de x
(“funciones-drea”) a los valores obtenidos por las igualdades

y = Arsh x (seno-drea) six =shy
y = Arch x (coseno-drea) six=chy
»y == Arth x (tangente-drea) six =thy

y = Arcth x (cotangente-drea) si x = cth y.

Las designaciones provienen de la palabra 4rea (superficie), ya que
las funciones-area pueden expresarse como el 4rea de un sector hiperbo-
lico (véase mas adelante).

EXPRESIONE MEDIANTE LOGARITMOS. Segin las férmulas de las pags.
223-224 tenemos las siguientes formulas de las funciones-4rea mediante
logaritmos:

Arsh x = In (x+1/x¥41), Artth%ln T S (x] <D,
T y L (xl =,
(Véanse en las pags. 110-111 las graficas de las funcmnes-area).
EXPRESIONES DE UNAS FUNCIONES MEDIANTE OTRAS:

Arsh x =+ Arch 4/x*+1* = Arth 7_—7 = Arcth - Vil
X

Arch x = +Arsh /&= =+ Arth Y®=1 _ 1 Arcth
X

Arch x = +In (x+4/x*—1) (x=1), Arcthx =

7:_

x 1 * 1

= .= —= " = Arcth —
Arth x = Arsh \/_1_—7! + Arch \/TT;? ret —

* 1

Arcth = A h‘—:—:——‘*'AI'h ,,,,,,, = Arth —
cth x S| e C! ‘/xL_l N

* Elsigno ¢+» para x > 0 y el signo ¢«—» para x < 0.
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ALGUNAS RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS:
Arsh x - Arsh y = Arsh (x /142 £y V1+x2),
Arch x+Archy = Arch (xy+4/(x*—1) (3~ 1),

_ xty
Arth x1+ Arth y = Arth e

11. Definicion geométrica de las funciones hiperbédlicas

Las funciones sen «, cos &, tg «, se definieron en el circulo trigono-
métrico (pag. 206) como las longitudes de los segmentos BC, OB, AD
(para R == 1) y el argumento « era el dngulo central A0OC. Se podia
haber tomado como argumento un valor x, igual al 4rea (sombreada
en la fig. 149) del sector COK con el angulo central igual a 2, ya que

1
= R¥.20 = a [R=1, a

se mide en radianes]. De
esta manera:

4

sen x = BC,
cos x = OB,
tg'x = AD.

Considerando las funcio-
nes andlogas de la superficie,
no en un circulo cuya ecua-
cién es X2+ Y% = 1, sino en
una hipérbola equildtera con .
ecuacibn X*—Y? = 1, (s6lo Fig. 149 Fig. 150
estudiaremos su rama de-
recha) y designando por x el 4rea del sector similar COK (sombreado en
la fig. 150), definimos las funciones hiperbdlicas asi: sh x = BC,
chx = OB; thx = AD.

Calculando la superficie x* por los métodos del cédlculo integral,
tenemos sus expresiones mediante BC, OB, AD:

x = In (BC++/BCTH1) = In (0B+4/0B*-1) = 3 In 142,

de donde obtenemos las expresiones siguientes de las funciones hiperb6-
licas mediante las exponenciales (las que se consideran como defini-
ciones de las funciones hiperbélicas):

BC= &-¢* +e-z

. _e*
P —th, OB—-——‘-Z——-

=chx, AD = 5=

e¥t+e—%

=thx.

* Véase la pag. 451.
15+



TERCERA PARTE

GEOMETRIA ANALITICA
Y GEOMETRIA DIFERENCIAL

I. GEOMETRIA ANALITICA
A. GEOMETRIA DEL PLANO
1. Conceptos fundamentales y formulas

Coordenadas. La posicién de un punto P en el plano puede ser
determinada mediante uno u otro sistema de coordenadas. 1 os niimeros
que determinan la posicion del punto son sus coordenadas. Los sistemas
de coordenadas de mds uso son: el sistema cartesiano rectangular y el
sistema polar.

Se Haman coordenadas cartesianas rectangulares de un punto P

(fig. 151) a las distancias de este punto a dos rectas perpendiculares
entre si (ejes de coordenadas) y tomadas con un
signo determinado (expresadas en una escala de-
terminada). El punto O de intersecciéon de los
ejes se llama origen de coordenadas. General-
mente, el eje horizontal se llania eje de abscisas
(eje Ox) y el vertical, eje de ordenadas (eje Oy).
En cada uno de estos ejes se establece la direccién
positiva; ordinariamente, en el eje Ox hacia la
“derecha y en el eje Oy hacia arriba. Las coordena-
das del punto P se consideran positivas o negativas
segin sea el semieje en el cual caigan las proyecciones del punto P
(véase el esquema de la fig. 152). Las coordenadas x e y se llaman
abscisa y ordenada del punto P, respectivamente. La notacién P(a, b)
significa que el punto P tiene la abscisa a y la ordenada b.

Las coordenadas polares del punto P (fig. 153) son el radio vector p,
la distancia desde el punto P hasta ¢l punto O (el polo), y el dngulo

Fig. 151
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y
F++ 1 I I | N
- +
— 0 ?——‘z‘ z + - - +
L vy 1+ + - -
Fig. 152

polar @, o sea, el angulo formado por la recta OP y una recta dada que
pasa por el polo (eje polar). El 4ngulo polar se considera positivo si se
toma desde eje polar en sentido contrario al del movimiento de las
agujas del reloj, y se considera negativo si se toma en sentido contrario.

Coordenadas curvilineas. Un sistema de coordenadas més general es
el curvilineo. En este caso, en el plano se dan dos familias de lineas
(lineas coordenadas), que dependen cada una de un pardmetro, tal que
por cada punto s6lo pasa una linea de cada familia. Los valores de los
pardmetros que corresponden a estas curvas son las coordenadas curvi
lineas del punto. En la fig. 154 el punto M tiene las coordenadas curvi

Fig. 153 Fig. 154

lineas u = a;, v = by. En el sistema cartesiano de coordenadas las
lineas coordenadas son las rectas paralelas a los ejes, en el sistema polar
son circunferencias con centro en el polo y rayos que parten del polo.

TRANSFORMACION DE COORDENADAS. Al pasar de un sistema de coor-
denadas a otro las coordenadas varian de la siguiente manera.

Translacién paralela de los ejes de coordenadas cartesianas (fig. 155)
(x e y son las coordenadas primitivas, x’ e y’ son las nuevas coordenadas,
a 'y b son las coordenadas del nuevo origen de coordenadas O’ en el
sistema de coordenadas primitivo):

x =x'+a, y =y+b,
X' =x—-a, y =y-b,
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Fig. 157

Fig. 155

Rotacién de los ejes en un dngulo ¢* (véase la fig. 156):
x'cosp—y'senp, y = x'sen@+y cosgp,
x' = xcosp+ysengp, P =—xsenp+ycosy.
En general, la transformacién se puede dividir en traslacion paralela
y rotacién de los ejes.
El paso de las coordenadas cartesianas a polares y viceversa se efectua
por las siguientes formulas, si se toma el polo como origen de coordena-
das y el eje polar como eje de abscisas (fig. 157)

X = pcosQ, y=pseng;
p = Vx'+)%, @ = ArctgZ = Arcsen % .
LA DISTANCIA ENTRE LOS PUNTOS Py(x;, ¥1) ¥ Pa(x,, ¥o) (fig. 158) es:
d = 2/ (x;—x1)*+(y,— y,)% Si se dan las coordenadas polares de P,(p,p;)
y Pypgps) (fig. 159), entonces d = 1/pi+ pi—2p,p; cos (ps—@1).
DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA. Las coordenadas del
punto P para el cual );—;,': = m; = A (fig. 160) se determinan por las
fébrmulas:

_ BxX +mx, X +Axg _ ayitmy:  yit+Ay

= TwEm T T T a+m T 142

X

il

Rz b)

~p, !
g .-
(x,.4) SN T .
7 2 x 0 B 3 . Aix.4) z

Fig. 158 Fig. 159 Fig. 160

___v,‘t
oy
N
&
L

* Bl angulo ¢ se considera positivo si el giro se efectiia en sentido contrario al del
movimiento de las jas del reloj.
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Para el punto medio del segmento PiP,:x = x‘;x‘ , y="2 ‘;y L
Si se atribuyen a los segmentos P,P y PP, el signo mds o menos segﬁn
coircidan o no sus direcciones con la direccion de PP, entonces, si
A < 0, las férmulas expuestas anteriormente pueden servir para en-
contrar el punto que divide exteriormente al
segmento P,P, en una razon dada. Por ejem-
plo, para el punto P tal que P, sea el punto
medio del segmento PP, 4 = E;TP = -2,

Las coordenadas del centro de gravedad del
sistema de puntos materiales M (x,, y,) con
masas m; (i = 1, 2, ..., n), se determinan por
las férmulas:

Fig. 161
x = T, Emy ig

zm; 2m; -
EL AREA DEL TRIANGULO (fig. 161) con vértices Py(xq, y)) Ps(Xs, Y1) ¥
Py(x3, yg) es:
xy yi 1!
Xy y2 1 ! = [xl()’z ~ )+ X(ra—y)+ X1 =yl =
xy ¥y 1|

= 5 100 = x0) Q1+ YD+ (53— X9) G+ ¥+ (53— %2) a2l

S =

0=

Tres puntos estan alineados si:

fxy »n 1

Xy yg 1{=0.

x3 ¥y 1
EL AREA DE UN POLIGONO con vértices P,(x;, 1), Pa(Xs Ya)s +« .

Pﬂ(xl! yl‘) eS:

S= —1“ [(63—x) On+yd+(xa—xg) Ge+y)+ ... +(xy—x) at ¥l

El 4rea obtenida por estas formulas es positiva si el recorrido de los
vértices segun el orden de su numeracion se efectiia en sentido contrario
al del movimiento de las agujas del reloj y es negativa en caso contrario.

ECUACION DE UNA LINEA. A toda ecuacién F(x, y) = 0 que relaciona
las coordenadas x ¢ y corresponde una linea que tiene la propiedad
siguiente: las coordenadas ae cualquier punto P perteneciente a esta
linea verifican la ecuaciéon dada y, reciprocamente, todo punto cuyas
coordenadas verifican la ecuacion, pertenece a la linea. La ecuacién
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F(x, y) = 0 se llama la ecuacién de esta linea*. Si F(x, y) es un polino-
mio, la curva F(x, y) = 0 se llama algebraica; en este caso, el grado del
polinomio (véase pag. 177) se llama orden de la curva. Si la ecuacién
de la curva no puede ser reducida a la forma F(x, y) = 0, donde F(x, y)
es un polinomio, entonces la curva se llama trascendente.

Anidlogamente se pueden estudiar las ecuaciones de las lineas en
otros sistemas de coordenadas. En lo sucesivo, si no se estipula lo
contrario, se consideran las coordenadas cartesianas rectangulares.

2. La linea recta

EcuacioN DE LA RECTA. Toda ecuacion lineal con respecto a las
coordenadas determina una recta y, reciprocamente, la ecuacién de
cualquier recta es una ecuacioén de primer grado.

Ecuacion general de la recta.
Ax+By+C=0.

Si (fig. 162) A = 0, la recta es paralela al eje Ox; si B=0, la
recta es paralela al eje Oy; si C = 0, la recta pasa por el origen de
coordenadas.

K
T Y
)
i 0
b B
& %
By+C=0
7
g T
Fig. 162 Fig. 164

La ecuaci6n de cualquier recta que no sea paralela al eje Oy (fig. 163)
puede expresarse en la forma

y =kx+b;
k es el coeficiente angular (la pendiente) de la recta, que es igual a tg J;

& es el dngulo entre la direccion positiva del eje Ox y la recta; besel
segmento que intercepta la recta en el eje Oy (teniendo en cuenta el

signo).

* Puede suceder que a la ecuacién dada F(x,y) = 0 no la verifiquen las coordena-
das de ningin punto real del plano [por ejemplo, x2+y?+1 = 0,y = In(1 —x”—gh x)}.
Entonces, convencionalmente, se dice que la ecuacién dada representa ussa curva imagi-
naria.
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La ecuacién de la recta que pasa por un punto dado Py(x,, y,) en
una direccion dada (fig. 164) es:
y—y» = k(x—x,), donde k = tgd.

La ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dados (fig. 165)
Py(x1, 1) ¥ Pa(x3, y5) €5:

Y=y _ x-x

Y2—¥1 Xg--xp

Az, 4

——er = X

Fig. 165 Fig. 166 Fig. 167

Ecuacion “segmentaria” de la recta. Si la recta intercepta en los ejes
de coordenadas los segmentos a y b (teniendo en cuenta los signos,
fig. 166), entonces su ecuacion es:

X,y _
;—F?—l.

La ecuacién normal de la recta es:
xcosa+yseno—p = 0,

donde p es la distancia del origen de coordenadas a la recta, « es el
4ngulo formado por la perpendicular a la recta desde el origen de coor-
denadas y el eje Ox (fig. 167) (p > 0; 0 =< a < 27). La ecuaci6n normal
de la recta se puede obtener de la ecuacién general Ax+By+C =0
multiplicando por el factor normalizador

1
Varrp:
El signo de u debe ser contrario al signo de C.
DISTANCIA DE PUNTO P, (x4, ;) a la recta (fig. 167) es:
d = x; cos a+y, sen a—p;

H=%

d es igual al resultado que se obtiene al reemplazar las coordenadas del
punto dado en el primer miembro de la ecuacién normal de la recta.
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Segtin esta formula d > 0, si P, y el origen de coordenadas se encuentran
a distintos lados de la recta dada, y d < 0 en caso contrario.

PUNTO DE INTERSECCION DE DOS RECTAS, Las coordenadas (x,, y,) del
punto de interseccién de dos rectas se obtienen resolviendo simultinea-
mente sus ecuaciones. Si estas rectas estin dadas por las ecuaciones
Ayx+Byy+C, = 0y A,x+ B,y+ C, == 0, entonces

/B, Cy| A1 Bi |G A T4 By

Xo = | M i€ Yo = o i
*" B, Gy Ay By °TIC, 4,4, B, |
. 1Ay B .
Si ! Al Bl { = 0, las rectas dadas son paralelas; en particular, para
R ] 2|
4 _B ¢ —
A8 T o las rectas son coincidentes.

Una tercera recta Azx+ Byy+ Cy; = 0 pasa por el punto de inter-
seccion de las dos primeras si (fig. 168):
|41 By G|
A, By C,|=0.
(4, By G,

La ecuacién de cualquier recta que pasa por el punto de interseccion de
dos rectas (ecuacién del haz de rectas), es:

(A;x+ B1y+ C))+ A(Ayx+ Byy+Cy) = 0.

i ——— 3

Fig. 169 Fig 170

Al variar A desde — oo hasta + oo se puede obtener cualquier recta del
haz. Si las ecuaciones de dos rectas estdn dadas en forma normal.
entonces para A = 11 se pueden obtener las ecuaciones de las bisectrices
de los dngulos formados por estas rectas (fig. 169).
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EL ANGULO @ ENTRE DOS RECTAS (fig. 170) se determina de la siguiente
manera.

Dadas las ecuaciones de las rectas en forma general
Aix+Biy+Cy = 0y Ayx+Boy+C, = 0,

se tiene
__ AyBy—A4,B,
8P = 14,7EB,’
A, A+ BB A,By— AsB
cosg = — 142+ 515 sen g = 103 — A45,

\Aj+ Bl V A3+ BY VAT+BE VAITBY
Si se conocen los coeficientes angulares de las rectas k, y k,, entonces
_ kK
8P = ik
14kiky ky—k,
—r | senp = —21 2
Vit Vithg' VI+K VI+a

(se considera el 4ngulo @ desde la primera recta hasta la segunda en
sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj).

Las rectas son paralelas (fig. 171, a) si %‘- = g—‘ 6 k, = k,. Las rectas
2 2

cos g =

on perpendiculares entre si (fig. 171, b) si A;A,+ BB, = 006k, = —kl-.
1

4

ol

Fig. 171 Fig. 172

ECUACION DE LA RECTA EN COORDENADAS POLARES (p es la distancia
del polo a la recta, o es el 4ngulo entre ¢l eje polar y la perpendicular
bajada del polo a la recta, fig. 172):

- .. P _
P = cos (p—a) °

3. La circunferencia

ECUACION EN COORDENADAS CARTESIANAS. La ecuacién de la circun-
ferencia de radio R con centro en el origen de coordenadas (fig. 173, a)
es:

x2 + yE = RZ.
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La ecuacion de la circunferencia de radio R con centro en el punto
Clxq, yo) (fig. 173, b) es:

(x=xpf+(y—yo)* = R*.
La ecuacién general de segundo grado ax?+2bxy+cy*+2 dx+2ey+

+f = 0 representa una circunferencia si, y solo si, b=0y a=c.
En este caso siempre se puede reducir la ecuacion a la forma

x2+y* 4 2mx+2ny+q = 0.

Xo=—m,yy = —n.Siqg > m?+n? la ecuacion no representa ninguna
curvareal; sig = m*+n?, sélo el punto M(x,, y,) verifica la ecuaci6n.

ECUACIONES PARAMETRICAS :

X = Xq+Rcost, yv=y,+Rsent;

t es el dngulo formado por el radio mévil con la direccidn positiva del eje
Ox (fig. 174).

ECUACION EN COORDENADAS POLARES. La ecuacién general (fig. 175)
es p2+2pp, cos (p— o)+ pE = R2. Si el centro yace en el eje polar y la
circunferencia pasa por el polo (fig. 176), 1a ecuacién de la circunferencia
toma la forma p = 2R cos ¢.
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4. La elipse
Los ELEMENTOS DE LA ELIPSE (fig. 177): AB es el eje mayor (= 2a),
CD es el eje menor (= 2b), A, B, C, D son los vértices, O es el centro,
F, y F,son los focos (los puntos que yacen en el eje mayor a ambos lados
del centro a la distancia ¢ = 1/a*—b? del centro), e = % (e<1)esla
excentricidad, p es el pardmetro focal (la mitad de la cuerda trazada por
el foco y paralela al eje menor), p = % .

ECUACION DE LA ELIPSE: la ecuacidn candnica (si los ejes de coordena-
das coinciden con los ejes de la elipse) es:
las ecuaciones paramétricas son:
x=acost, y=bsent,
la ecuacion en coordenadas polares, véase la pag. 245.
¥

y
- M.y A q
5 ; 7/’:--_ _______
7
2 a| 8\, » / .
£ e —"4 7 z *; z
i \/ [
fe—— 2a — ] d
Fig. 177 Fig. 178

PROPIEDAD FOCAL DE LA ELIPSE (definicidn de la elipse). La elipse es
el lugar geométrico de los puntos tales que la suma de las distancias a
dos puntos dados (los focos) es un valor constante (= 2a). Cada una
de estas distancias (el radio vector focal del punto de la elipse de abscisa
x) se expresa por la férmula*

ry= MF, = a—ex, r,= MF, = atex, ry+r, = 2a.
LAs DIRECTRICES son las rectas paralelas al eje menor y que se en-
cuentran a la distancia d = % de €l (fig. 178). Para todo punto M(x, y)
de la elipse ;—: = —‘% = e (propiedad de la directriz de la elipse, véase la

pag. 245).

* Aqui y en la féormulas siguientes que contienen coordenadas se supone que la
elipse estd dada por su ecuacién canénica.
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Los DIAMETROS son las cuerdas que pasan por el centro de la elipse;
éstos se dividen en el centro por la mitad (fig. 179). El lugar geométrico
de los puntos medios de las cuerdas paralelas a uno de los didmetros de
la elipse, es el didmetro conjugado al dado. Si k y k’ son las pendientes
de los didmetros conjugados, entonces
kk' =% Si2a, y 2, son las longi-

tudes de los didmetros conjugados «
y 8 son los dngulos agudos entre los
didmetros y el eje mayor
(k=-tga, k' =-1tgf),
entonces
a,by sen (@+p) = ab

y
a?+b} = a*+b?

(teorema de Apolonio).

LA TANGENTE en ¢l punto M(x,, y,) tiene la ecuacién
XX paY
,bé‘! +_b_2° =1
La normal y la tangente a la elipse son las bisectrices correspondientes
de los angulos interior y exterior entre los radios vectores del punto de
tangencia (fig. 180). La recta Ax+By+ C = 0 es tangente a la elipse
si: A2a?+ B%*—~C? = 0.
EL RADIO DE CURVATURA en el punto M(x,, y,) (véase fig. 180) es:
xt , ¥§\¥ (ryr)™ P
R = a’b’(;‘—i--—a) LA LE ' .

b ab send u ’

donde u es el 4ngulo entre la tangente y el radio vector del punto de
tangencia.

\\
)
,
Y )
E o 3

Fig. 180 Fig. 181
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Para los vértices 4 y B (fig. 177) se tiene: R = — = p. Para los
vértices Cy D : R = —'

EL AREA es S — mab, El drea del sector BOM = %’
181). El 4rea del segmento MBN = ab arccos ;—xy

EL PERIMETRO DE LA ELIPSE €S
L= dame = nali-(3) e~ (1) - (1325 - )

donde E(e) = (e, %) es una integral eliptica completa de segunda

arccos = (ﬁg

especic (véase ld pag. 400). Haciendo la notacién £ ﬂ = A, se tiene

2 i 2538
L =na+b) [1+5+ G+ g+ qemat -]
Las férmulas de aproximacién son:

L =x[15a+b)-Vab)l; L =na+b) g -

5. La hipérbola

Los ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA (fig. 182) son: AB es el eje real
(= 2a); Ay B son los vértices, 0 es el centro, Fy y F, son los focos,
0 sea, son los puntos que se encuentran en el eje real a ambos lados del
centro y a la distancia ¢ (mayor que
a) de el; CD es el eje imaginario
(=2b=2+vc3—a?), p es el pard-
metro focal (la mitad de la cuerda
trazada por el foco y perpendicular

alejereal),p=1§—;e=-:—>1es

la excentricidad.

LA ECUACION DE LA HIPERBOLA':
la ecuacién candnica es: f;—-%: =1
(si el eje Ox coincide con el eje real
de la hiperbéla); la ecuacion para-
métricaes: x = acht,y = bsht(6
x=asect,y=btgt), la ecuacidn en coordenadas polares, véase la
pig. 245.

PROPIEDAD FOCAL DE LA HIPERBOLA (la definicion de la hipérbola). La
hipérbola es el lugar geométrico de los puntos tales que para cada uno
de ellos la diferencia de las distancias a dos puntos dados (los focos)
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cs un valor constante ( = 2a). Los puntos para los cuales r;—r, = 2¢
pertenecen a una rama de la hipérbola (en la fig. 182, a la de la izquierda);
los puntos para los cuales r,—r; = 2a pertenecen a la otra de sus ramas
(a la de la derecha). Cada una de estas distancias (el radio vector focal
Jel punto de la hipérbola con abscisa x) se expresa por la férmula*
ry = *(ex—a), r; = 4 (ex+a) (el signo superior para los puntos de la
rama derecha, el inferior para los de la izquierda); r,—r; = +2a.

L As DIRECTRICES son las rectas perpendiculares al eje real y situadas a

la distancia d = % del centro (fig. 183). Para todo punto M(x, y) dela
hipérbola se tiene: ;—’l = 5’; = e (1a propiedad de la directriz de la hipér-
bola, véase la pag. 245).

LA TANGENTE al punto M (x,, y,) tiene la ecuacion t‘.;t%" =1.La
tangente y la normal a la hipérbola son las bisectrices correspondientes
de los dngulos interior y exterior entre los radios vectores del punto de

tangencia (fig. 184). La recta Ax-+By+ C = 0 es tangente a la hipérbola
si A%a%— B%b® = C2

oM,
Directriz
Directriz

Fig. 183 Fig. 184

Las asintoTAs de la hipérbola (fig. 185) son las rectas a las cuales se
aproximan indefinidamente las ramas de la hipérbola cuando el punto
considerado tiende al infinito (la definicién general de asintota véase en

la pag. 284). Las pendientes de las asintotas son k = +tgd = j:%.

El segmento de la tangente 7T, entre las asintotas se divide en el
punto de tangencia por la mitad: TM = MT,. El 4rea del triangulo
TOT, formado por la tangenfe y ambas asintotas es igual a ab (para todo

. . b
Las ecuaciones de ambas asintotas son: y = tox

~

* Aqul ymas adelante, en las férmulas que contienen las coordenadas se supone
«ue la hipérbola estd dada por la ecuacion canénica.
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Fig. 185

punto M). Si por el punto M de la hipérbola se trazan las rectas MF'y

. . 24 b2 2
MG, paralelas a las asintotas, entonces el area OFMG = 5—4~ = 54-.
, xt 2 ¥t oox?
LAs HIPERBOLAS CONJUGADAS (fig. 186) SRS lym-5= 1

(cada una esta dibujada en la fig. 186 por una linea de trazos) tienen
asintotas comunes. El eje real de cada una de ellas es igual al eje
imaginario de la otra y viceversa.

Los DIAMETROS son las cuerdas de la hipérbola dada y de su conjugada
que pasan por el centro comtin de las hipérbolas; éstos se dividen en el
centro por la mitad.

Dos didmetros con pendientes k y k” se llaman conjugados, si kk” =

= :_:' Cada uno de los didmetros conjugados divide por la mitad las

cuerdas (de la hipérbola dada o de su conjugada) paralelas al otro
diametro* (fig. 187). Si las longitudes de los diametros conjugados son
2a,y 2by, y @ y B son los 4ngulos agudos formados por los didmetros
con el eje real (x > f), entonces: :
a}—b} = a*—b?; ab = a,b, sen (a—p).
. EL RADIO DE CURVATURA R de la
hipérbola en el punto M(x,, y,) (las
designaciones vedse en la pag. 239) es:

R= azbz'(iﬁ+z§)’/= _ et _ p

at bt T

ab sen3u’

donde u es el dngulo entre la tangente
y el radio vector del punto de tangencia.
En los vértices A y B (fig. 182) es:
R = p = b¥a.

* De los dos diametros conjugados s6lo uro (aquel, para el cual |k| < b/a) corta
a la hipérbola. La cuerda que se obtiene en este caso, que es el diametrq en un sentido
mas estricto de la palabra, se divide en el centro por la mitad.

16 14016
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EL AREA DEL SEGMENTO de la hipérbola (fig. 188) es:
AMN = xy—abIn (£+%) = xy—ab Arch =

ab
4

206G

El 4rea de OAMG = +% In - (MG es paralela a la asintota).

Fig. 188 Fig. 189

LA HIPERBOLA EQUILATERA es la hipérbola cuyos ejes son iguales:
a = b. Su ecuacion es x2—y? = aZ Las asintotas de la hipérbola equilé-
tera son perpendiculares entre si. Si se toman las asintotas como ejes
de coon;denadas (fig. 189), la ecuacién de la hipérbola equildtera es:
xy = a*/2.

6. La pardbola

Los elementos de la pardbola (fig. 190) son: Ox es el ¢je de la pard-
bola, O es el vértice, F es el foco (el punto situado en el eje a la distancia
p/2 del vértice), NN’ es la directriz (la recta perpendicular al eje y que
se encuentra a la distancia p/2 del vértice, al otro lado del foco), p es
el pardmetro focal (la distancia desde el foco hasta la directriz o la mitad
de Ia cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje). La excentri-
cidad de la pardbola es igual a la unidad (vedse pag. 244).

ECUACION DE LA PARABOLA: la ecuacion candnica es y* = 2px (si el
origen de coordenadas est4 en el vértice de la paréabola, el eje Ox coin-
cide con su eje, la pardbola esta situada a la derecha del vértice®).
La ecuacion en coordenadas polares véase en la pag. 245. La ecuacion
de la pardbola con eje vertical (fig. 191) es:

y = ax?+bx+c,

* Se supone que la direccion positiva del eje Ox es hacia la derecha y la del eje Oy
es hacia arriba.
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el pardmetro de la pardbola dada por esta ecuacién es:
1
P = 774

sia > Ola pardbola tiene el vértice abajo*, sia < 0, el vértice estd arriba*;
dac—b

las coordenadas del vértice soni xq = — 3 Yo =

PROPIEDAD FUNDAMENTAL (definicion de la pardbola) : 1a parédbola es
el lugar geométrico de los puntos M(x, y) equidistantes (fig. 190) de un
punto dado (el foco) o de una recta dada (la directriz)**: MF = MK ==

= x+ %; MF es el radio vector focal de un punto de la parabola.

q

Directriz
S|

o @ob)
Fig. 190 Fig. 191 Fig. 192

EL DIAMETRO es la rectd paralela al eje de la pardbola. Bl didmetro
divide por la mitad las cuerdas paralelas a la tangente trazada al extremo
del didmetro (fig. 192). Si la pendiente de estas cuerdas es igual a k,

la ecuaci6n del didmetro es: y = .

LA TANGENTE a la pardbola (fig. 193) en el punto M (x,, y,) tiene la
ecuacién yy, = p (x+x,). La tangente y la normal a la parébola son las
bisectrices de los angulos entre el radio vector focal y el didmetro que
pasa por el punto de tangencia. El segmento de tangente a la parabola
entre el punto de tangencia y el punto de interseccién con el eje de la
pardbola (el eje Ox) se divide por la mitad por la tangente en el vértice
de la pardbola (el eje Oy): TS = SM; TF = FM; TO = OP = x,,.
La recta y = kx-+b es tangente a la parabola si p = 2bk.

® Véase la nota de la pig. anterior.
** Aqui y a continuacién en las férmulas que contienen las coordenadas se com-
prende que la parabola esta dada por la ecuacién candnica,

16*
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EL RADIO DE CURVATURA de la pardbola en el punto M(xy, y,) es:

R = gp—Jri’f_’A)zl? = Js— = "—Z, donde n ¢s la longitud de la normal MN
sencu

P p
(fig. 193). El radio de curvatura en el vértice O es: R = p.
EL AREA DEL seGMENTO de la pardbola MON =% del 4rea de

PQNM (fig. 194). El rea OMR = = xy.

Y
A
s
A LW x
f o\FpPp "
Fig. 193 Fig. 194

La longitud de arco de la parabola desde el vértice O hasta el punto
M(x, y) es: :

i 4 [\/EE /3 /17 -
= \/x_(;:_%}l.% Arsh\/%f.
Aproximadamente, para valores infinitesimales de % es: 07(/[ ~ y[l 4

+35N-36)1

7. Curvas de segundo orden (secciones cénicas)

LA ECUACION GENERAL DE LAS CURVAS DE SEGUNDO ORDEN
ax?+2bxy+cyt+2dx+2ey+f=0

determina una elipse (en particular, una circunferencia), una hipérbola,
una parabola o un par de rectas (una curva degenerada de segundo or-
den).
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Los INVARIANTES de una curva de segundo orden son:

a b d ‘2 b
A=1|b ¢ e, a:jg J|=ac—b, S=a+c
d e f| ’

Estos valores no varian cuando se traslada el origen de coordenadas
o giran los ejes de coordenadas, es decir, si después de la transformacion
de las coordenadas la ecuacion de la curva toma la forma: a’x’?+2b'x"y’
+c'y?+2d'x +2e’y’ +f = 0, entonces los valores A, 6 y S, calculados
para los nuevos coeficientes, conservan los valores iniciales.

LA DETERMINACION DE LA FORMA DE LA CURVA, representada por una
ecuacion de segundo orden dada y reducida a su forma canénica, se
efectia segun la tabla de las pag. 246-247.

PROPIEDADES GENERALES DE LAS CURVAS DE SEGUNDO ORDEN. Sec-
ciones conicas. El cono circular recto, cuando se corta por un plano,
forma en él una seccién conica. Si el plano secante no pasa por el vértice
del cono, la seccién sera una hipérbola, una parabola o una elipse,
segun que el plano de la seccién sea paralelo a dos, a una, o a ninguna de
las generatrices del cono. Cuando el plano secante pasa por el vértice
del cono se obtienen secciones conicas degencradas (A = 0, véase la
tabla en las pags. 246-247). Si el cono degenera en un cilindro resultan
rectas paralelas (el vértice del cono se aieja al infinito).

Propiedad de la directriz. El lugar geométrico de los puntos M
(fig. 195) para los cuales la raz6n de sus distancias a un punto dado F
(foco)y a una recta dada (directriz) es un
valor constante, igual a e, es una curva de
segundo grado con excentricidad e. Para e < 1
resulta una elipse, para e = 1 una parabola,
para e > 1 una hipérbola.

DETERMINACION DE UNA CURVA POR CINCO
PUNTOS. Por cinco puntos dados pasa una sola
curva de segundo grado. Si por lo menos
tres de los puntos dados se encuentran en una
recta, resulta una curva degenerada.

ECUACION POLAR. Las curvas de segundo orden en coordenadas pola-
res tienen la ecuacion p = 1—;;%&; (p es el parametro focal, e es la
excentricidad de la curva dada, el polo se encuentra en el foco, el eje
polar est4 dirigido desde el foco hasta el vértice mds préximo*).

EN

Directriz

Fig. 195

* Para la hipérbola, esta ecuacion determina séio una rama.
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Reduccion de las ecuaciones de

7
Forma de la curva |

|

A0
Una elipse
>0 a) A.S < Oreal
b) A.S > 0 imaginaria**
Curvas centrales
d#=0
A Un par de rectas imaginarias**
=0
con un punto real comin
A0 Una hipérbola
d <0 —
A=0 Un par de rectas concurrentes ‘l
Ap0 Una parabola
Curvas parabélicas
3 =e Q%4
Un par de rectas:
A =0 paralelas, si d*—af > 0,

coincidentes, si d2—af = 0,
imaginarias*®, sid?—af < 0

* Véanse las designaciones en las pags. 244-245.

** Véase la observacion de la pag. 232.

*** En elcaso 6 = 0 se supone que ninguno delos coeficientes a, b, c es igual a cero.
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segundo grado a la forma candnica®

247

Transformacién necesaria de coordenadas

E Ani 4 i

P
de la transformacion

1) Traslaci6n del origen de coordenadas al
centro de la curva, cuyas coordenadas son:

be—cd bd-ae
s s
2) Rotacién de los ejes en un angulo «,
determinado por la ecuacién

Xo =

Yo =

tg 2« .
El signo de sen 2« debe coincidir con el signo

de 2b. En este caso la pendiente del nuevo

eje x’ es8:

c—a+V (c—a)t+4b

k = Ty

A
axtycyteo- =0;

,  a+c+ \/(7:55:45’

4 = ——————————
2

, _a+c Via—ot+ab

=gt Y e T
2

a’y ¢’ son las raices de la
ecuacién cuadratica
ut—Su+6 =0

1) Traslacién del origen de coordenadas al
vértice de la pardbola, cuyas coordenadas xo ¢
yo se determinan por las ecuaciones

byo+— =0
axo+byo+ s
d+dc—be) —bd
+dc e)x°+(e+ ae—bi

2) Rotacién de los ejes en un dngulo «

determinado por la ecuacion:

ad+be
( s s )y°+f=°'

a
tg o ==

el signo de sen a debe ser opuesto al
signo de a.

Rotacién de los ejes en un angulo o determi-
nado por la ecuaciéon

a
tga=——-;

b

el signo de sen « debe ser opuesto al
signo de a

»'2 = 2px’;
ae--bd

S Varyp

Y242 ad + be Y if=0,
]

Vatth
se reduce a la forma
=y (Y =y =0

Si dos coeficientes (a y b 6 by o) son iguales a cero, la simplificacion de la ecuacion
se reduce a una traslacion paralela de los ejes; la ecuacion cy2+2 dx+2ey+f = 0 se
transforma al tipo (y —y)? = 2p(x —xg) y la ecuacion ax?+2dx+2ey+ f = 0 al tipo

(x—xg)? = 2p(y—yo).
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B. GEOMETRIA®DEL ESPACIO

8. Conceptos fundamentales y formulas

COORDENADAS. La posicién de un punto P cualquiera del espacio
puede ser determinada mediante uno u otro sistema de coordenadas.
Los sistemas de coordenadas mis empleados son: 1) los cartesianos
rectangulares, 2) los cilindricos, 3) los esféricos.

Coordenadas cartesianas rectangulares del punto P son las distan-
cias* de este punto tomadas con signo determinado, a tres planos de
coordenadas perpendiculares entre si o, lo que es 1o mismo, las proyec-
ciones del radio vector r del punto P (vedse pag. 597) sobre tres ejes
de coordenadas perpendiculares
entre si. Segun sea la distribu-
cion respectiva de las direccio-
nes positivas de los ejes de
coordenadas son posibles siste-
mas de coordenadas de mano
derecha (fig. 196, a) y de mano
izquierda (fig. 196, b). En lo su-
cesivo en los dibujos se tomara
el sistema de mano derecha (las
formulas no dependen del tipo
del sistema de coordenadas). El
punto de intersecciéon de los ejes
de coordenadas se llama origen
de coordenadas. Las coordenadas x, y, z se llaman: abscisa, ordenada
y cota, respectivamente. La anotacién P(a, b, c) significa que el punto
P tiene las coordenadas x = a, y = b, z == c. Los signos de las coor-
denadas dependen del octante en que esta situado el punto (fig. 197):

Fig. 196

‘ T
Octante 1 1 11 ‘ m v ‘ v l v i VI A%
x + - - + + | - - +
y + + - - + | o+ - -
z + + + - l - | - -
i

Las superficies coordenadas, para las caales una de las coordenadas
permanece constante, son aqui los planos paraielos a los plangs coor-

* Expresadas en las unidades de una cierta escala.
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denados y las lineas coordenadas, a lo largo de las cuales varia s6lo una
de las coordenadas, son las rectas paralelas a los ejes coordenados.
Las superficies coordenadas se cortan por las lineas coordenadas.

Se obtiene un sistema mas general de coordenadas curvilineas dando
tres familias cualesquiera de superficies coordenadas, tales que por
cada punto del espacio pase una sola superficie de cada familia. La posi-
ci6n de un punto en este sistema se determina por los valores de los
parametros de las superficies coordenadas que pasan por este punto.
Los sistemas de coordenadas curvilineas mas empleados son: el cilin-
drico y el esférico, descritos mds adelante.

z

z
p
z
0 —_—y
x
Fig. 197 Fig. 198 Fig. 199

Coordenadas cilindricas (fig. 198): p y @ son las coordenadas polares
de las proyecciones del punto P sobre el plano principal (generalmente
el xOy), z es la cota, es decir, la distancia desde el punto P hasta el plano
principal.

Para las coordenadas cilindricas, las superficies coordenadas son los
planos perpendiculares al eje z (z = const), los semiplanos que estin
limitados por el eje z (p = const) y las superficies cilindricas cuyos ejes
coinciden con el eje z (p = const). Las lineas coordenadas son las
lineas de interseccion de estas superficies.

Las férmulas de conversién de coordenadas cilindricas a cartesianas,
y viceversa, son:

xX=pcosp, y=epsena, z=z,

p=Vx+y, ¢ = Arctg % = Arcsen -’91 .

Las coordenadas esféricas (polares) son: r es la longitud del radio
vector, @ es la longitud, 0 es la distancia polar. Las direcciones positivas
estdn seiialadas en la fig. 199, Dando a las coordenadas esféricas valores
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entre los siguientes limites: Qe r <oco, —F<p=n, Qb =<un,
se obtienen univocamente todos los puntos del espacio.

Las superficies coordenadas son: las esferas con centro en el origen
de coordenadas (r = const), los semiplanos que estan limitados por el
eje z(p = conts), los conos (con vértice en ¢l origen de coordenadas)
cuyos ejes coinciden con el eje z(8 = const). Las lineas coordenadas son
fas lineas de interseccién de estas superficies.

Las férmulas de conversién de coordenadas esféricas a cartesianas,
y viceversa, son:

x=rsenfOcosp, y=rsenfOsenp, z=rcosb;
r=4/x3+yt+2% @ = Arctg % , 0 =Arctg \/x’”".

z

ToDA DIRECCION EN EL ESPACIO $e caracteriza por el vector unitario t°
(vedse pag. 596) o por sus coordenadas, que son los cosenos de los dngu-
los (fig. 200) formados por la direccién dada con las direcciones positivas
de los ejes de coordenadas (los cosenos directores) :

I=cosa; m=cosf; n=cosy, B+mi+n*=1.

El coseno del 4ngulo @ formado por dos direcciones dadas que tienen
cosenos directores Iy, my, n, y Iy, mg, ny, €5s:

cos ¢ = hLls+mume+nyn,.

Dos direcciones son perpendiculares, si /;/y+mm,+nyn; = 0.

Fig. 200 Fig. 201

TRANSFORMACION DE COORDENADAS RECTANGULARES.

Traslacion paralela de los ejes (x, y, z son las coordenadas primitivas;
x’, ¥, z’ son las coordenadas nuevas; a, b, ¢ son las coordenadas del
origen nuevo en coordenadas primitivas, fig. 201):

x=x+a, y=y+b z=2+c; x’'=x-a,
y =y-b 2z =2z—c
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Rotacion de los ejes (fig. 202). Si se designan los cosenos directores
de los ejes nuevos x’, y’, z’ segiin el esquema dado aqui, entonces

x = Ix'+hLy +17,

y = mx +myy +myz’,
z = nx'+nyy +ngz’, En relacion a los | Los cosenos de los
X = le+m,y+n1’ ejes primitivos ejes nuevos
<
Y = lyx+myy+nyz, —
2 = lyx+myy+ngz. x ¥
Determinante de la transforma- x A A
cion: y my my mg
4 12 la z ny ny ng
A=1my my, my
ny Ny ng|

Propiedades del determinante de la transformacion: 1) A =+1
(el signo mas, si el sistema de mano izquierda se convierte en sistema de
mano izquierda o si el sistema de mano derecha se convierte en sistema
de mano derecha; y menos, si el sistema de mano izquierda se convierte
en sistema de mano derecha, o viceversa.)

2) La suma de los cuadrados de los elementos de una fila o de una
columna es igual a 1.

3) La suma de los productos de los elementos correspondientes de dos
filas o de dos columnas es igual a cero.

4) Todo elemento es igual a su adjunto (véase pag. 166) multipli-
cado por A =+1.

Angulos de Euler. La posicién del sistema nuevo de coordenadas
con respecto al primitivo se puede
caracterizar totalmente por tres ingu-
los, introducidos por Leonardo Euler
(fig. 202):

1) el 4ngulo de nutacién 9, formado
por las direcciones positivas de los ejes
Ozy Oz (0 =B < m;

2) el 4ngulo de precesion p, formado
por el eje Ox y la recta OA4 quees la
interseccién de los planos xOy y x’Oy’
y en la que se ha elegido la direcci6n
positiva de tal modo que OA4, Oz y Oz’
formen una terna con la misma orien-
taciébn que los ejes de coordenadas*; Fig. 202

* Lo referente a la orientacion de una terna de direcciones, véase la pdg. 600



252 I. GEOMETRIA ANALITICA

el 4ngulo u se considera en la direccibn desde Ox hasta Oy
0=y < 2n);

3) el 4ngulo de rotacion neta @, formado por OA4 y Ox’, la direccion
se considera establecida desde Ox’ hasta Oy’ (0 =< ¢ < 27).

Haciendo las notaciones

costP =c¢;, COS®P =y COSQ = Cy
. sen® =s5;, SeNY = 55, SCN @ = S,
se tiene
Iy = coCg—C1525g,
m; = $3C3+C€1CsC3,

ny = 8153,
ly = —ceS3— 15263, I3 = 5152,
My = — 5383+ C1C5C3, Mg = —851Ca.
n, = §,Cg, ng = ¢.

LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: P (x;, ¥y, 21) ¥ Pa(xs, ¥, 23)
(fig. 203) es igual a d = V/(x3— %12+ (v — y1)*+ (22— z1)%

Los cosenos directores del segmento PP, son:
Xy — Xy
el

Vo) Zy —2Z
cos f§ = ':;{i‘-, cosy = 2L,

COS & = 4

DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA (fig. 203).
Las coordenadas del punto P para el cual

P,P m
1 —;T='{’

PP,
se determinan por las formulas:

_ nxptmxy  Xi+Axy _ myitmys y1+Ay,
ntm ~  1+4 ° T n+m 1420
nzAmzy zy+Azy
= T a+m T 1+2

Las del punto medio del segmento son:

Xy +X: ity zy+z,

_li'z’ y = 12_2, z = 12 2
Las coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos

materiales M, (x,, y;) con masas m; (i = 1,2, .. ., n) se determinan por las

férmulas (las sumas se consideran desde i = 1 hastai = n)

Zmixg 5 TN Zmyzg

Tm o YT T = TEm

=
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r4 1 p
BTy Yy %)
b/
oy 2) 2 4
%
Al Y%)
0 4
2
&

Fig. 203 Fig. 204

EL VOLUMEN DE UNA PIRAMIDE TRIANGULAR con vértices P(x, y, z),
Py (X1, Y1, 21), Pa(xy, Y2, 23), Py(x3 ¥5, 25) (fig. 204) es:

* vy oz |1 lx—xy Y=y, z-2z;|
pol|¥ oy ozl 1 ! ! 1
=% =g X" X2 Y=Yz Z—2Zz..
¥ ¥y ozl X—X3 y—ys I—123|

X3 Vs Z3 1 3 3 3

Al calcular por esta férmula, resulta ¥ > 0 si la orientacion de la terna
de vectores PP,, PP,, PP, coincide con la orientacion del sistema de
coordenadas (véase pag. 600) y resulta ¥ < 0 en casc contrario.

Los 4 puntos P, P,, P, y P; pertenecen a un mismo plano si:

x y z 1
xy y1 2z 1 0
Xy y3 zp 1
X3 y3 z3 1

ECUACION DE UNA SUPERFICIE. A toda ecuacion F(x,y,z) = 0 le
corresponde una superficie, que tiene la propiedad de que las coordena-
das de cualquier punto P perteneciente a esta superficie verifican a la
ecuacion dada, y viceversa, cualquier punto cuyas coordenadas verifican
a la ecuacion dada, pertenece a la superficie. La ecuacién F(x, y, z) = 0
se llama ecuacion de dicha superficie.

La ecuacion de una superficie cilindrica (véase pag. 201), cuyas gene-
ratrices son paralelas al eje Ox (o al Oy, o al Oz), no contiene la coor-
denada x (o, respectivamente, las y 6 2): F(»,z2) =0 [6 F(x,2) =00
F(x, y) = 0]. En el plano yOz esta misma ecuacioén representa la linea
de interseccion de la superficie cilindrica con este plano.

La superficie cilindrica, en la cual la direccién de las generatrices se
determina por los cosenos directores (0 por valores proporcionales a
ellos) /, m, n, tiene la ecuacion F(nx — Iz, ny—mz) = 0,
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La superficie obtenida por rotacion de la curva z = f(x) en el plano

xOz alrededor del eje z (fig. 205), tiene la ecuacién z = f WERn).

Analogamente se escriben las ecuaciones de las superficies de revolucion
alrededor de otros ejes de coordenadas.

La ecuacién de una superficie conica (véase pag. 202) con el vértice

en el origen de coordenadas, tiene la forma F(x, y, z) = 0, donde Fes

una funcién homogénea de las coordenadas (véase

z pag. 337.

A ECUACION DE UNA LINEA EN EL ESPACIO. Una
linea en el espacio se da por tres ecuaciones:
x = @ (); y = @,(t); z = py(t). A cada valor del
parametro ¢ corresponde un punto determinado
de la linea. (El parametro puede no tener una
interpretacion geométrica inmediata.) Otro pro-
cedimiento para expresar una curva en el espa-
cio es indicar dos ecuaciones: F;(x,y,2) =0,
F,(x, y,z) = 0. Cada una de éstas determina una

Fig. 205 superficic. Los puntos cuyas coordenadas verifican

a ambas ecuaciones pertenccena la linea de inter-
seccion de las superficies dadas. Toda ecuacibén Fy+ AF, = 0, para cual-
quier A, representa una superficie que pasa por la linea considerada y
puede reemplazar a una de las ecuaciones primitivas dadas.

9. El plano y la recta en el espacio

EcUACION DEL PLANO. Toda ecuacidon lineal con respecto a las
coordenadas, determina un plano, y viceversa, la ecuacién de cualquier
plano es de primer grado.

La ecuacidn general del plano es: Ax+ By+Cz+D = 0; en forma
vectorial es: N+ D = 0 (veanse las pigs. 600 y,604). El vector N (4,
B, C) (fig. 206) es perpendicular al plano; los cosenos directores de
este vector son:

A
8= Varmra
B
COS P = ————m——o
4 VAT
Cosy = C_ - =
Y= Vaimro

Si D = 0, el plano pasa por el origen de
coordenadas; siA=0(6B=0,6C=0),
el plano es paralelo al eje Ox (respectiva-
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mente, al eje Oy o aleje 0z2),si A=B=0(0 A=C=06 B= C=0),
el plano es paralelo al plano Oxy (respectivamente, al plano Oxz 6
al plano Oyz).

Ecuacion normal del plano: x = cosa+ycosf+zcosy—p = 0;
en forma vectorial es IN°—p = 0. El vector N° es unitario, p es la
distancia desde el plano hasta el origen de coordenadas. La ecuacién
normal puede ser obtenida de la general multiplicando por un factor

. 1 .
normalizador: +u = — = —————— (el signo de x debe ser opuesto
al signo de D). B=% VATBCt ! P

Ecuacion “segmentaria® del plano: —2+—Z—+% =1; a, b, ¢ son los
segmentos interceptados por el plano en los ejes de coordenadas,
teniendo en cuenta el signo (fig. 206).

Ecuacion del plano que pasa

a) por tres puntos dados Py (xy, y1, 20), Pay(xy, s, 29), Py (x3, ¥3, 25):

|X =x1 ¥y =y z -2

[Xe— X1 Ya—V) Ze—2z;! = 0,

i - ! r—ry)(ry—ry)(r;—r;) = 0*;

(Xg— Xy Y3—V1 23— | ( D (F- 1) (15— 1y)

en forma vectorial

b) por dos puntos dados Py (x1, y1, 21} y Py (X4, ¥, z,), siendo paralelo
a la recta con vector director R(l, m, n):

}x X1 Y =N Z -z

[Xo=X1 Yo—y1 2a—2z;| =0,
T T T r—r) @ —r)R = 0%

en forma vectorial

€) por un punto dado P, (xy, yy, z,), siendo paralelo a dos rectas con
vectores directores R, (Iy, my, ny), Ry (ly, my, ny):

lx_-xl Y—=>1 z—2z,
[ m n | =
| 4 my ne

en forma vectorial
(r—r)R;R; = 0*%;

>

d) por un punto dado Py(xy, y,, z,), siendo perpendicular a la recta
con vector director N(A, B, C):

A(x—x,)+B(y —y1)+ C(z—~z,) = 0, en forma vectorial (r —r;) N = 0%*;

e) por la linea de interseccion de dos planos, A;x+B,y+Cyz+D;=0
Y Agx+ Byy+ Cyz+ Dy = 0:

Ayx+Byy+Ciz+ D+ A(Apx+ Byy+ Coz+Dy) = 0

® Véase en la pag. 600 lo referente al producto de tres vectores (producto mixto).
** El producto escalar de vectores vease en la pag. 600.
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(ecuacién del haz de planos, fig. 207). Al hacer variar A desde — oo
hasta + oo, se obtienen todos los planos del haz. Para A =41 resultan
las ecuaciones de los planos que bisecan los 4ngulos formados por los
planos dados, si sus ecuaciones se dan en forma normal.

EL ANGULO ENTRE DOS PLANOS, véanse las pigs. 260-261.

EL PUNTO DE INTERSECCION DE TRES PLANOS, véanse las pégs. 258-259.

LA DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS PARALELOS* Ax+By+Cz+D;= 0
y Ax+By+€z+D, = 0 es igual a:

— __|D1—Da}
varpia
LA DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO se halla mediante el reem-

plazo de las coordenadas del punto M(a, b, c) en la ecuacién normal
(x cos a+y cos f+z cos y—p = 0) del plano**:

& =a cos a+b cos f+c cos y—p.
Si M y el origen de coordenadas estdn a distintos lados del plano,
entonces 8 > 0; en caso contrario, § < 0.

ECUACIONES DE LA RECTA EN EL ESPACIO. La recta en el espacio se de-
termina como la linea de interseccién de dos planos y se expresa analiti-
camente por un sistema de dos ecuaciones lineales.

Fig. 207 Fig. 208

Ecuaciones generales de la recta:
I { Ayx+By+Cyz+ Dy = 0,
Agx+Byy+Coz+ Dy = 0;

* La condici6n de paralelismo de los planos véase en la pag. 600.
" .2‘5?‘ reduccién de la ecuacdn general del plano a la forma normal véase en la
pig. .
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en forma vectorial* z
{ l'N1+D1 = 0, ' -
IN;+D,; = 0.
2 2 _ /‘W’i/!/yzr )

Las ecuaciones de larecta dada por dos -
planos proyectantes: y = kx+a, z= hx+b;
cada una de estas dos ecuaciones deter-
mina un plano que proyecta la recta sobre
los planos Oxy y Oxz (fig. 208). Para las
rectas paralelas al plano Oyz, este tipo de
ecuaciones no es aplicable; para ellas es
necesario tomar las proyecciones de cual- Fig. 209
quier otro par de planos de coordenadas.

Las ecuaciones de la recta que pasa

a) por un punto dado P\(x,, y, zy) y es paralela al vector director
R, m, n) (fig. 209);

II X~ Xy = y—n"n Z—2y

1 m ~  n
en forma vectorial (r—r) XR = 0* 6 (en forma paramétrica)

x=x1+lt, y=y,+mt, z=z,+m,

en forma vectorial r = r,+R¢.
“La forma candnica” (II) se obtiene de la (I) por las férmulas:
/= IBI C, C, A4, A, B

¥ C, C, 4, A, Bz

en forma vectorial es R = N; X N,*; los niimeros x,, y;, z; se eligen de
tal modo que verifiquen las ecuaciones (I);

z

I A

Rx.4.2)

Fig. 211

* Los productos de vectores véase en la pag. 600.
17 14016



PUNTOS DE INTERSECCION DE PLANOS Y RECTAS

Coordenadas del
; dados por sus se calculan :
p““‘s‘:cgieég““' ecuaciones por la férmula Observaciones
=g, =T0v, po e
Al"+31y6"cl‘+ Si A » 0, los tres planos se cortan en
+Dy =0, en que un punto; si A = 0y alguno de los meno-
Asx+Byy+Coz+ A, B, Cy D, B, C, res de segundo orden es = 0, los planos
de tres planos 1 - I >
+Dy =0, A =|{A4,B,Cs|, Ay=|DyB, Cy|, | son paralelos a una cierta direccién: si
Azx+Bay+Caz+ A3 B3 C; D3 B3 C3 | todos los menores son = 0, los planos
= asan por una recta
+D; =0, | 4y D1 Cy | A1 By Dy| | PEOP
Ay=’AzD2Cz'- A,: Az By Dy
A3 D3 Cs' A:B:Dal
AxdBiy+Cizt L t lan asan por un punto
+Dy =0, Se busca el punto de interseccién 03 cuatro pianos p por P
Asx+Bsy+ Cez+ | de tres planos cualesquiera de slo si
2 2:
d 1 +Dy =0, los cuatro (véase anteriormente). A4, By C1 Dy
e cuatro planos Agx+Bgy+Cyz+ | En este caso (8 = 0) una de las Ay By Co Dy |
+Dy = ecuaciones es consecuencia de 9= A2 B CaDy | 0.
3= las tres restantes 3°3-3 73
Agx+Bay+Coz+ Ay By Cy Dy |

+D, = 0.

85T
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oll

1) Ax+By+Cz+
+D =0, 1) X=x-0p
X=H _rn Y =y1—me Si Al+Bm+Cn =0
! m zZ=1z-ne, (A+Bk+Ch) = 0),
-2y
= en que la recta es paralela al plano; si ademas
de un plano y n
una recta p=AntBntCntD, Ax;+By+C+D = 0
Al+Bm+Cn (Ba+Cb+D = 0),
a)- Ax=+ By+Cet 2) £= _w la recta pertenece al plano
= keta ATBk+Ch "’
Soxre y = ki+a, =hi+tb
7 = hx+b y =kX+a, z +
X = G:7d _ b‘_b'» Estas férmulas dan un punto de inter-
y = kix+a, ky—ky  hy—hy seccién séla si se cumple
dedosrectas | = Mxthi P s LW (@1—c9) (—hg) = (by—bg) (ky —ky),
¥ = kex+a,, ky—ksy 61 . .
= — en caso contrarié las rectas no se cortan
z=hix+bs z= hl:’ :’bl (véase también la pag. 257).
—hs

OIOVdsd Td N3 V1O3d¥ V1 A ONVId 1d

6T



ANGULO ENTRE PLANOS Y RECTAS

El 4ngulo entre dados por sus ecuaciones se calcula por la férmula
dos planos Ayx+Byy+Cyz+Dy =0, AyAs+ BBy +CyCy
Asx+Byy+Cez+ Dy =0 cose = 2. pt 2 2, B2 2
o : V(4}+B}+C}) (43 +B3+C)
en forma vectorial: tN,+D; =0, cos @ = NiN;
IN; + Dy = 0, ? = NiNs
x—x y=n Z—zn
dos rectas T a2 a2
I m n cos ¢ = his+myme+n;ng
o e R V@+mead) Grmiend
13 mg ns
en forma vectorial: (r—r)XR; =0, cos @ = R;R,
(r—r)XRy = 0 ? = "RiRs

092
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- - - Al+Bm+C
la recta y el plano otk Wt 7 Sk N sen g = +Bm+Cn
! ” " V@ B+ C) B m+nd)

Ax+By+Cz4+D =0

en forma vectorial: (r—r))XR =0, sen p = %%

IN+D =0

Condiciones de paralelismo
(las notaciones son las mismas que mds arriba):

. A B
de dos planos: R A
m

de dos recas: - = L _ ML g R YR, =0,
Ig my ng

de una recta y un plano: Al+Bm+Cn = 06 RN = 0.

c
=-C—:-éN,><N, =0,

Condiciones de perpendicularidad

(las notaciones son las mismas que maés arriba):

de dos planos: AyA2+B1Bs+C1Cy =0 6NiN, =0,
de dos rectas: lyly+myms+nng =0 6 RiR; =0,

de una recta y un plano: A = = = —C-6N>(R = 0.
1l m n

OI0VdSa T1d Nd viDdd V1 X ONV1d 1d

19¢



262 I. GEOMETRIA ANALITICA

b) por dos puntos dados P,(x,, y1, 21) Y Py(Xs, ¥s, z5) (fig. 210):

XX _ YN __ Z-n

X=Xy Y= 22— 2

’
en forma vectorial
(r—r)X(r;—1;) = 0%;

C) por un punto dado P\(xy, y,, z,) y es perpendicular al plano Ax+
+By+Cz+D = 06 rN+D = 0* (fig. 211), son:

en forma vectorial (r—r;) XN = 0%,

LA DISTANCIA 8 DEL PUNTO M (a, b, ) A LA RECTA dada por la ecua-
cién en forma canénica (II), se determina por la férmula:

&5 = [@—x)m—(b-y)II2+[(b—y) n—(c—z) mP+[(c—z) I-(a—x,) n]?
- 124 m? 4 nt *

LA DISTANCIA MINIMA ENTRE DOS RECTAS, si sus ecuaciones estdn da-
das en la forma canénica

X=Xy __ Y= _ Z—%
I my n
y
X=Xy _ Y~Y2 _ Z—2p
Iy my n

puede ser calculada por la férmula

~ X1 X2 V1—Vs 21—22
+| 4 m ny
Iy msy ny
,\/ Iy my2 [my m|? [m L2
I3 m my  ne ng Iy

La condicién de concurrencia de dos rectas en el espacio es la anulacion
deldeterminante que figura en el numerador.

* Los productos de vectores véase en la pag. 600.
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10. Superficies de segundo orden o cuddricas (ecuaciones
candnicas)*

SUPERFICIES CON CENTRO. Las ecuaciones que vienen insertadas a
continuacion estan dadas en forma candnica: o sea, el centro de la
superficie (el punto en que todas las cuerdas que pasan por éste se
dividen por la mitad) esta situado en el origen de coordenadas y como
ejes de coordenadas se han tomado los ejes de simetria de la superficie.
En este caso los planos coordenados son los planos de simetria.

2
Elipsoide (fig. 212): x +:—, +§, =1, a, b, c son los semiejes.

at

Fig. 212

Si a = b > c se tiene el elipsoide de revolucion achatado (fig. 213),
. 2 g2 .
que se obtiene haciendo girar la elipse ‘%+=:, = 1, perteneciente al

plano Oxz, alrededor de su eje menor. Sia = b < ¢ se tiene el elipsoide
de revolucidn alargado (fig. 214), que se obtiene haciendo girar la elipse

:—:+i—: = 1, perteneciente al plano Oxz, alrededor de su eje mayor.
Sia = b = c se tiene la esfera: x2+y*+22 = a2

Cualquier plano corta al elipsoide por una elipse (en caso particular,
por una circunferencia). El volumen del elipsoide es igual a 4/sm abe.

Hiperboloide de una hoja (fig. 215): Z—:+%;—§ =1,ay b son los

*  semiejes reales y ¢ es el semieje imaginario.
Vednse en la pig. 266 las generatrices rectas.

* La ecuacién general de una superficie de segundo orden véase en la pag. 268.
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|
Fig. 214

Fig. 216
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Hiperboloide de dos hojas (fig. 216) = _ﬂ =—1, ¢ es el semieje

real, a y b son los semiejes unagmanos

Para ambos hiperboloides las secciones paralelas al eje Oz son
hipérbolas (para el hiperboloide de una hoja puede ser un par de rectas
concurrentes) y las secciones paralelas al plano xOy son elipses.

Si a = b, el hiperboloide puede ser obtenido por revolucién de la
hipérbola, con semiejes a y c, alrededor del eje 2¢, que es imaginario en
el caso del hiperboloide de una hoja y real en el caso del hiperboloide
de dos hojas.

Cono (fig. 217): +;: Z—: = 0, tiene el vértice en el origen de

coordenadas y por dlrectrlz se puede tomar (véase pag. 202) una elipse
con semiejes @ y b cuyo plano sea perpendicular al eje Oz y esté a la
distancia c del origen dc coordenadas. Este cono es asintético a los dos

hlberbolmdes = + = ;« == 11, es decir, cualquiera de sus generatrices

se aproxima a ambos hiperboloides al alejarse al infinito (fig. 218).
Si a = b, se tiene un cono circular recto (véase pag. 203).

PARABOLOIDES. Los paraboloides no tienen centro; en las ecuaciones
dadas a continuacion, el vértice del paraboloide se coloca en el origen
de coordenadas, el eje Oz es el eje de semetria y los planos xOz e yOz
son los planos de simetria.
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Paraboloide eliptico (fig. 219): z = % +%. Las secciones paralelas

al eje Oz son par4bolas; las secciones paralelas al plano xOy son elipses,

Si @ = b se tiene un paraboloide de revolucidn, que resulta al hacer
2

girar la pardbola z = :—:;, perteneciente al plano xOz, alrededor de su
eje.

El volumen de la parte del paraboloide truncada por un plano
perpendicular a su eje a la altura A, es igual a 1/ ,mabh, es decir, es igual

:l la mitad del volumen del cilindro eliptico que tiene la misma base y
tura.

z

A\

0o Ty

x
Fig. 219 Fig. 220

2
al plano yOz son parédbolas iguales; las secciones paralelas al plano yO:z
son pardbolas iguales; las secciones paralelas al plano xOy son hipér-
bolas (o también un par de rectas concurrentes).
Se llama GENERATRIZ RECTILINEA de una superficie a la recta total-
mente contenida en la superficie dada; por ejemplo, las generatrices
rectilineas de una superficie conica o cilindrica.

El hiperboloide de una hoja (fig. 221) z—: + Z—: — %; =1 tiene dos familias
de generatrices rectilineas.

Paraboloide hiperbdlico (fig. 220): z = :—' - %: . Las secciones paralelas

L= ulied),
“f-2)=1-%;
p | ErE=e0-3)
v(%—%) = 1+%,

u y v son valores arbitrarios,
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El paraboloide hiperbdlico (fig. 222) z == 32 - }: tiene también dos
familias de generatrices:

I) -z—+%:u; u(%:--—%):z;
W --u v -n

u 'y v son valores arbitrarios. En ambos
casos, por cada punto de la superficie
pasan dos rectas: por una generatriz de
cada familia (en las figs. 221 y 222 s6lo se
muestra una familia).

Fig. 221 Fig. 222

CILINDROS: eliptico -i;-k%; = 1 (fig. 223), hiperbdlico Z—! ” -1
(fig. 224), parabdlico y* = 2px (fig. 225).

Fig. 223 Fig. 224 Fig. 225
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11. Superficies de segundo orden o cuadradticas (teoria general)

LA ECUACION GENERAL DE UNA SUPERFICIE DE SEGUNDO ORDEN €5 :
11X+ A5, Y% + A9z + 215Xy + 2a33YZ + 2a5,2% + 20, X + 2859 +

+ 2a342+a“ =

LLOS INVARIANTES DE LA SUPERFICIE DE SEGUNDO ORDEN son®*:

Qi1 Gy Qi3 Gy
Gu Gy Qg3 A, o
a3 a3 g3 Ay |’

Qg Q42 Q43 ay

S = a; +a33+ag;

ay 4y, dgg|
Q21 Qzp Qa3 ;

Q@31 43y Ay

T = a3,a33+ a35ay,+ 01,053 — a3y —a}, —al, .

Estos valores no varfan cuando se traslada el origen de coordenadas
y se giran los ejes de coordenadas.

EL TIPO DE LA SUPERFICIE DE SEGUNDO ORDEN se determina por su
ecuacion, segiin sean los signos de sus invariantes A, 8, Sy T de la tabla
dada en las pags. 268-269. En esta tabla, junto con la designacién de la
superficie, estd dada la ecuacién canénica a la cual puede ser reducida
la dada mediante una transformacién de las coordenadas. Las coorde-
nadas de ninglin punto real verifican a las ecuaciones de las superficies
llamadas imaginarias (a excepcion de los dos casos: el vértice del cono
imaginario y la linea de interseccién de los planos imaginarios).

Definicion de la forma de una superficie de segundo orden
I. & > 0 (superficies con centro)

S6>0, T>0

S6y T uno deellos > 0

Elipsoide Hiperboloide de dos hojas
Elipsoide imaginario Hiperboloide de una hoja
Cono imaginario (con vértice real) Cono

* Aqui se considera: a;; = a.
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II. 3 = 0 (paraboloides, cilindros y pares de planos)

A <0 (en este caso T > 0)

A > 0 (en este caso 7T < 0)

Paraboloide eliptico

|
|
I
i
i
|
!

Paraboloide hiperbélico

A =0 xt 2 x2 _,:
u + ®= Tz TR =%z
A = Superficie cilindrica cuya directriz es una curva de segundo orden.

Segin sea la forma de esta curva (véanse las pags. 246-247) pueden
ser cilindros de diferente tipo (para T > 0, eliptico real o imaginario; para T < 0,
hlpcrbéhco para T=0, parabéhco). si la superficie no degenera en dos planos

(reales, im: rios o coi
a1 G412 au an a3 au
Gy azy G |+| a3 a3 ay
Gq G2 Gu 4 43 au

+

@32
G4 43 A

). Condicion de degeneracién:
azz

as3 ax

azy az| =0.




II. GEOMETRIA DIFERENCIAL

La geometria diferencial estudia mediante los métodos del célculo
diferencial las curvas (planas o alabeadas) y las superficies; por esto, las
funciones que figuran en las ecuaciones se consideran continuas y tienen
derivadas continuas hasta el orden necesario, seglin sea el cardcter del
problema considerado®. Al estudiar las imégenes geométricas segun
sus ecuaciones, se diferencian sus propiedades gue dependen de la
eleccion del sistema de coordenadas (por ejemplo: la interseccién de la
curva o de la superficie con los ejes, la pendiente de 1a tangente, los puntos
maximo y minimo) y las propiedades invariantes que no varian por la
transformacién de las coordenadas y que pertenecen precisamente a la
curva o la superficie (por ejemplo: los puntos de inflexi6n, los vértices
de la curva, la curvatura). Por otra parte se diferencian las propiedades
locales, referentes a partes infinitésimas de la curva o de la superficie
(por ejemplo: la curvatura, el elemento lineal de la superficie) y las
propiedades de 1a curva o de la superficie en total (por ejemplo: el
numero de vértices, la longitud de una curva cerrada).

A. CURVAS PLANAS

1. Metodos de expresion de una curva

ECUACION DE UNA CURVA**, Una curva plana se puede expresar
analiticamente en alguna de las siguientes formas:

* Esta condicién se puede infringir sélo para puntos aislados de la curva o de la
superficie; en tal caso tenemos un punto de tipo especial (por ejemplo, una disconti-
nuidad o un punto anguloso de la curva). Véanse en las pags. 279 y 299 tal tipo de
puntos. -

** Véanse en la pag. 231 el concepto general de la ecnacién de una linea.
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En coordenadas cartesianas:

en forma implicita............. F(x,y) =0, )
en forma explicita ............ y =f(x), (¥))
en forma paramétrica ......... x=x(), y=y@®. 3
En coordenadas polares: p = f(p). “

DIRECCION POSITIVA DE UNA CURVA. Si la curva viene expresada en la
forma (3), entonces se determina en ella la direccidn positiva, es decir,
la direcci6n en que se mueve el punto M [x (), y ()] dela curva, cuandoel

k4 Y

a)

Fig. 226

parametro ¢ crece. Si la curva viene expresada en la forma (2), entonces
se puede considerar como pardmetro la abscisa del punto: x = x,y =
= f(x)y la direccion positiva corresponde al crecimiento de la abscisa
(es decir, va de izquierda a derecha). Si la curva viene expresada en la
forma (4), entonces el parametro es el 4ngulo ¢: x = f(@) cos @, y =
f(p)sen ¢ y la direccién positiva corresponde al crecimiento de @ (es
decir, va en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj).
Ejemplos (fig. 226): a) x = t%, y = t3; b) y = sen x; ¢) p = agp.

2. Elementos locales de una curva

En este parrafo se designa por M el punto variable de la curva, que
se define: por el valor de x, si se expresa en la forma (2), por ¢ si se
expresa en la forma (3) y por ¢ si se expresa en la forma (4); N es un
punto infinitamente préximo a él, determinado respectivamente por los
valores: x+dx, t+dt y p+dgp.
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DIFERENCIAL DE ARCO. Si s es la longitud de una curva desde un punto
fijo A hasta el punto M, entonces el incremento infinitesimal de Ia

longitud As = JTITV se expresa aproximadamente por la férmula de Ia
diferencial de arco* ds

As~ds = '\/ 1+ (gx’i)' dx, paraunacurvaexpresadaen la forma ()]

=/ x'2+)y'2 4, para una curva expresada en la forma (3)
=V p?+p2 dp, para una curva expresada en la forma (4)

Ejemplos:
1) y=senx, ds =11+costx dx;
2) x=12 y =1 ds=t44+%q;
3) p=ap, ds=ar1+¢*dp.

Fig. 227 LA TANGENTE Y LA NORMAL. Se llama fan-

gente en el punto M a la posicién limite de la

recta secante MN, cuando N — M; la normal es la recta que pasa por
My es perpendicular a la tangente (fig. 227).

Las ecuaciones de la tangente y de la normal (x e y son las coorde-
nadas del punto M de la curva; X e Y son las coordenadas variables
de los puntos de la tangente o de la normal; los valores de las deriva-
das se calculan para el punto M).

Forma en
que se
expresa la Ecuacién de la tangente Ecuacién de la normal
curva (véase
pag. 271)
oF oF X—x Y-y
(03] K(X—X)“F"GT(Y"J’) =0 oF = Tap
ox ay
@ Y-y =2 (xox Y-y =——L (x-
Y= y = & x)
dx
Y— X—-
(©) —yi === F(X=x)+y(Y—y) = 0

* Véase en las pags. 353-357 la diferencial Y sus propiedades,
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Ejemplos: Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal:

1) Para la circunferencia x2+ y* = 25 en el punto M (3, 4). La ecua-
cion de la tangente es: 2x (X —x)+2y(Y—y) = 0 6 (teniendo en cuenta
la ecuacion de la circunferencia) Xx+ Yy = 25; en el punto M : 3X+
+4Y = 25; la ecuaci6n de la normal es: {2-;—" = Yz—;y 6Y=2X;en
el punto Mes: Y = 4/,X.

2) Para la sinusoide y = sen x en el punto O (0, 0). La ecuacién de
latangentees: Y—sen x = cos x(X—x)0Y = X cos x+sen x—x cos x;
en el punto O es: Y = X. La ecuacién de la normal es: Y—sen x =

001” (X—x) 6 Y =—Xsecx+senx+xsecx; enclpunto O es:

Y=-X.

Fig. 228 Fig. 229

3) Para la curva x = ¢2, y = ¢® en el punto M(4, —8),t =—-2. La
ecuacion de la tangente es: Y—;T'Z ‘%:—2 6 Y= —;—tX—%t"’, en el
punto M es: ¥ = —3X+4. La ecuacién de la normal es: 2t (X —1%)+
+32(Y—13) = 062X+31Y = 2 (2+3t%),enel punto Mes: X —3Y = 28.

Direccidn positiva. Si la curva viene expresada en la forma (2), (3)
0 (4) (véase pag. 271), entonces en la tangente y en la normal se determi-
nan las direcciones positivas: en la tangente la direccion positiva
coincide con la direccidn positiva de la curva en el punto de contacto
(véase mds arriba pag. 271) y en la normal se obtiene de la direccion
positiva de la tangente, mediante un giro de 90° alrededor del punto M,
en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj (fig. 228).
El punto M divide la tangente y la normal en semirrectas positivas y ne-
gativas (fig. 228).

La pendiente de la tangente se determina mediante el angulo o« for-
mado por la direccién positiva del eje de las abscisas y la direccién
positiva de la tangente (para la curva dada en coordenadas polares)
o por el angulo ¢ formado por el radio vector OM = p y la direccion
positiva de la tangente (fig. 229). Los angulos « y u se calculan por las

o 18 14016
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férmulas (ds se calcula por las formulas de la pag. 272):

__dy _ dx _dy |
tga—a, cose = —-, sena = - ;
- _° =% =%
tg,u—-z, cosp= -, senp=p-—-.
(dw)
Ejemplos :
1
1 =senx; tga =cosx, COS&t = ———
) Y '8 ’ x/l+cos'x’
sena = Cos x .
‘\/l+coszx,
3¢ 2 3t
2) x=1¢% y=1% tga= L Cosoe= ———, senat= —— :
’ ’ 2’ Vo Viion
3 p=ap; tgu=9, cosp=—"—o, senp=—2_,
Vite Vit

Los segmentos de tangente y de normal s la subtangente y la subnormal
(fig. 230).

Fig. 231

a) En coordenadas cartesianas [para la curva dada en la forma Qy
(3) (véase la pag. 271)] son:

MT = ]—f;\/l-i—y’*

(el segmento de tangente),

MN = ‘)’ Vi+y? (el segmento de normal),

PT = ;"I (la subtangente),
PN

i

iy (la subnormal).
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b) En coordenadas polares [para las curvas dadas en la forma (4)
véase la pag. 271] son:

MT’ = I % Ver+p? ‘ (el segmento de la tangente polar),

MN’ = [Vp+ | (el segmento de la normal polar),
oT’ = ':—', (la subtangente polar),
ON’ = |p’| (la subnormal polar).

Ejemplos :

1) y=chx; y =shx, V1+y*=chx; MT=|chxcthx]|.
MN = |ch*x}|, PT =|cthx|, PN =|shxchx|.
D) p=ap; =g, Verte?=aVit+e}
MT' = lapV/1+¢*, MN' = |av/T1+¢?|, OT = |ag?l,
ON’ = a.

El dngulo entre dos curvas. Se llama angulo entre doscurvas I'; y Ty
que se cortan en €l punto M, al 4ngulo § formado por las tangentes a
estas curvas en el punto M (fig. 231). El célculo del 4ngulo J se reduce
al cdlculo del Angulo entre dos rectas (véase la pag. 235), cuyas pendientes
son iguales a:

k= tgay = (1) ,
ky=tga, = (%é')u’

donde y = f; (x) es la ecuacién de la curva I'; e y'= f; (x) es la ecuacién
de la curva I'y; las derivadas se calculan en el punto M.

Ejemplo : Determinar el angulo entre las pardbolas y = Vxey=x?
dv'x 1
en el punto M(1, Dtga,; = (—%)z_l =g, gy = (d%):_l =2,
— 8o —tge _ 3

8 = T+ige tgay, 4 °

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE UNA CURVA. Si una curva estd dada
en forma explicita: y = f(x), entonces en una parte no grande de la
misma que contiene €l punto M se puede determinar (a excepcién de
los casos en que M es un punto de inflexién o un punto singular, véase
las pags. 279-284) si la concavidad de la curva esta dirigida hacia arriba

ohacia abajo*; si en el punto M la segunda derivada /"’ (x) > 0, entonces

* La direccién de la convexidad es opuesta a la direccién de la concavidad.

18*
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la curva tiene la concavidad dirigida hacia arriba* (el punto M, en la
fig. 232) y sif "’ (x) < 0, hacia abajo (el punto M)); si y”" = 0, la cuestion
exige un examen complementario que se hace en las péags. 279-281 al
considerar los puntos de inflexién.

Ejemplo: y = x® (véase fig. 6, b de la pag. 92); y"* = 6x; para x > 0
la curva es céncava hacia arriba, para x < 0 es concava hacia abajo_

CURVATURA Y RADIO DE CURVATURA. La curvatura K de una curva en
su punto M es el limite de la razon del “4dngulo de contingencia™ §
entre las direcciones positivas de las tangentes en los puntos M y N

(fig. 233) a la longitud del arco m, cuando MN — 0:

K =lim > cuando MN —0.
AN

e e I

Fig. 232 Fig. 233

La curvatura K tiene el signo «+» 0 «—» segun sea el signo de este
limite. El signo de K indica si la concavidad de la curva esta dirigida
hacia la semirrecta normal positiva (para K > 0) o hacia la semirrecta
normal negativa (para K < 0) (véase la pag. 273)**.

Frecuentemente se considera que la curvatura es un valor esencial-
mente positivo, entendiéndola como el valor absoluto del Jimite anotado
anteriormente.

Radio de curvatura R en el punto M de una curva se llama al valor
. 1 . .
reciproco de la curvatura: R = % Cuanto mds desviada esté la curva

en las proximidades del punto dado, tanto mayor es K y menor es R en
este punto. Para la circunferencia de radio a, 1a curvaturaes: K = —l— yel

radio de curvaturaes R = a (son constantes para todos los puntos); para
la linea recta: K =0, R = oo; para las otras curvas, la curvatura varia
de un punto a otro.

* Mas exactamente hacia la direccién positiva del eje Oy. )
»* En otra forma: para K > 0 el centro de curvatura (véase mas adelante) estd
situado en la semirrecta normal positiva y para K < 0, en la negativa.
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Férmulas para calcular K y R. Suponiendo (fig. 233) que 6 = da,

~— .
MN = ds, se tiene:

da ds
k=%, R=%.

(%)

Si la curva viene dada por las ecuaciones (1), (2), (3) o (4) (véasc

pag. 271), entonces K y R se calculan por las férmulas:
cuando se da en la forma (2):

d2y

dy 2 H/’
P R [+(&)]
(@) a7
[ dx ] dx?
cuando se da en la forma (3):
 y
e vyt ]
K='*»1 I
X'2+)"2)3/3 ’ R - T x’ y: s
e

cuando se da en la forma (1):

. . .

Frp Fo Fo
o o Ty
(F£2+F’z)'/. F!l xy Fz
F” F" F,
F, F, 0
cuando se da en la forma (4):
K = Pit2e—ee” R = _ ey )
e+ p2+2p"2—pp"
Ejemplos :
1) y=chux, K=—l—; Dx=t y=1, K-= 6
ch? x
) yt-xt=a? K= _ﬁ'ﬁ‘; 4) p=ap; K= 1 @2+2
(x4 172

Wa+9

@ G

(% %)

CIRCULO OSCULADOR (O CIRCUNFERENCIA OSCULATRIZ) Y CENTRO DE
CURVATURA. Se llama circulo osculador de una curva en el punto M a la
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posicion limite del circulo que pasa por el punto M y por otros dos
puntos préximos de la curva Ny P, cuando N - My P - M (fig. 234),
El radio del circulo osculador es igual al radio de curvatura en el punto
correspondiente [se calcula por las férmulas (% % )]. El centro del circulo
osculador C se llama centro de curvatura correspondiente al punto
M y se encuentra en la normal a Ia curva en la direccién de su concavi-
dad. Las coordenadas del centro de curvatura (x,, y,) se determinan por
las siguientes férmulas:
cuando se da en la forma (2) (véase la pag. 271):

dy dy\? dy\2
w2 [F)] _ 1+(3) )
x‘ - x——-—li_’;-— E yl - y+T!
dxt dxt
cuando se da en la forma (3):
_ Y (x2+y?) _ X' (x'2+y') |
X, = X— X 5y » yd_y+m—)
x’ yn |x" yu

cuando se da en la forma (4):
(e2+¢"?) (p cos p+p’ sen ¢)

= - Gk % %)
X, = pCos i+ 20 —pp” ’
_ (*+p"2)(psengp—p’cos ¢) |
yt - psenrp P’+29"—PP" 1
cuando se da en la forma (1):
F(F2+F}) F,(FI+F})
X, = Xt }’¢=)"+_F,!7‘J‘,T;—,
Fu Fzy Fz zz sz z
Fﬂ FW Fv FU‘ Fﬂ FU
F, F, o F, F 0

~——

Fig. 234 Fig. 235



PUNTOS DE TIPO ESPECIAL 279

Estas formulas se pueden escribir en la forma

x,=x—Rsena, y,=y+Rcosa

d, d.
x,=x-RZ, y.=y+RE

(fig. 235), donde R se calcula por las férmulas (% %) (véase la pag. 277).

3. Puntos de tipo especial*

Los PUNTOS DE INFLEXION son los puntos de la curva en los cuales la
direccién de la concavidad varia en sentido contrario (fig. 236); la
curva, en una parte pequefia que contiene a este punto, no se encuentra
hacia un lado de la tangente sino que la corta. En el punto de inflexion,
la curvatura K = 0 y el radio de curvatura es R = oo,

"

—

Fig. 236

Reglas para buscar los puntos de inflexion.

La curva estd dada en la torma (2): y = f(x).

La condicién necesaria para tener un punto de inflexién es que en
este punto la segunda derivada f"/(x), si existe, debe anularse. Para
buscar los puntos de inflexién en los que f*’(x) existe** se determinan
todos los valores x,, x5, ... que son raices de la ecuacién f’(x) = 0
y cada valor x; se reemplaza sucesivamente en las derivadas siguientes.
Sif’(x;) > 0, x, es la abscisa de un punto de inflexién, si f(x) =0y
fY(x,) = 0, entonces x, no es la abscisa de un punto de inflexién, etc.;
seguin cual de las derivadas sucesivas, de orden impar o par, resulte
primera distinta de cero en el punto considerado, este punto serd o no

- punto de inflexion, respectivamente. Si el punto investigado no es punto
de inflexidn (por primera vez no se anula la derivada de k-ésimo orden
para k par), entonces la curva, para f*(x) < 0, es convexa hacia arriba
y para f* > 0, hacia abajo.

*Aqui sblo se han coasiderado puntos invariantes con respecto a las transforma-
ciones de coordenadas. Véase en las pigs. 372-375 la bisqueda de maximo y minimo.
*# Véase mas adelante la busqueda de los puntos de inflexién en aquellos casos

en que f'’(x) no existe (por ejemplo, es infinita).
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3

: 1-3x2 1
Ejemplos: 1 = fx) =-2 % =+,
Jemplos: 1) y o f® e hrTEE
[(x) = 24x (ll—_:f:)—‘ S7"(x1,9) = 0; los puntos de inflexién son:
13 1 3
A —=,—), B -, =), 2 = ‘, , =12 2, =0,
(x/s 4) ( V3 4) )y =xh ) s

f "’(x.) =24x, f"(x;) =0, fI¥(x) = 24; no tiene puntos de inflexion.

También se puede determinar si el valor encontrado X; €s 0 no
abscisa del punto de inflexién, investigando directamente la variacion
del signo de la segunda derivada al pasar por este punto; si el signo
de f”’(x) se cambia por el contrario la direccién de la concavidad
también se cambia por la contraria (véase la pag. 276) y resulta un
punto de inflexion. Este procedimiento es aplicable auin en el caso en
que y’ = oo,

Ejemplo: y = x“lf’, y = %x’/*’, Yy = % x‘l/-"; para x = 0,
»” =oo. Al pasar de los valores negativos de x a los positivos, la se-
gglda derivada cambia el signo «—» por el signo «+» y, en conse-
cuencia, para x = 0 la curva tiene un punto de inflexién.

Précticamente, si por el caricter de la curva es evidente quc clla
debe tener puntos de inflexidén (por ejemplo, entre un maximo y un
minimo, para la gréfica de una funcién que tiene derivada continua),
entonces s6lo hay que limitarse a hallar x, sin interesarse por las
derivadas de orden superior.

Otras formas de expresion de una curva. La condicién necesaria de
existencia de un punto de inflexién S (x) = 0, dada anteriormente, se
reemplaza por la siguiente, cuando la ecuacién de la curva estd dada
en otras formas:

’

!
en la forma paramétrica (3) (véase la pag. 271): l =

I

Xy .
.\'” yu i >
en la forma polar (4): p*+2p"2 —pp” = 0;

en la forma general (1): se resuelve el sistema de ecuaciones

’e

Fee Fy F
F(x,»)=0 y |F, F, F/|=0;
F, F 0

¢l sistema de soluciones da las coordenadas de los posibles puntos de
inflexion,
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Ejemplos :
1) x= a(t—% sen t); y = a(l —% cos t) (“cicloide acortada™)
(véase la pag. 118);
x y
| xl’ yll

2—-cost sent
sent cost

at

T4

a? .

= —4—(2 cost—1);
— 1 . —_— fd .
cost = 35 t‘~i—3—+2kn,

tiene infinitos puntos de inflexi6n que corresponden a los valores del
parametro #,.

1 1,1 3 1
2 p=_=s M2 = —h— - = — (4P 1);
)pwpppp P 4¢34¢’
el punto de inflexién se determina por el 4ngulo polar @ = % .
F’ . 2 0 2x
3) x*—y% = qa® (hipérbola). |..... =0 -2 —2y|=38x2-8)%;
..... 2x =2y O

las ecuaciones x*—y* = 4%y 8(x2—y%) = 0 se contradicen, en conse-
cuericia, la hipérbola no tiene puntos de inflexién.

Los VERTICES son los puntos de Ia curva en los cuales la curvatura
tiene un miximo o un minimo (la encorvacién de la curva es maxima
o minima) por ejemplo: la elipse tiene 4 vértices: A, B, Cy D, la curva
logaritmica tiene uno: E (fig. 237).

La btisqueda de los vértices se reduce a la determinacién del maximo
o del minimo de ia expresién X, dada por las férmulas (% %) en la
pag. 227 (o del minimo y del maximo para R = 1/K, si en este caso los
célculos se obtienen més facilmente),

NI

Fig. 237

o)
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=

g B @ c,) )
e b, g h) i)
Fig. 238

PUNTOS SINGULARES. Con esta denominacién general se han reunido
puntos de diferentes tipos: a) puntos crunodales, en los cuales la curva
se corta a si misma (fig. 238, a); b) puntos aislados, situados separada-
mente de la curva, pero con coordenadas que verifican la ecuacién de
la curva (fig. 238, b); puntos de retroceso o cuspidales, en los cuales la
direccién de 1a curva varia a la contraria; se distinguen puntos de
retroceso: de primera especie (fig. 238, c)) y de segunda especie (fig.
238, c;) segun sea la posicién de la tangente con respecto a las dos
ramas; d) puntos dobles con tangentes coincidentes o tacnodos, en los
cuales la curva es tangente a si misma (fig. 238, d); e) puntos angulosos,
en los que la curva varia su direcciéon “de un salto”; a diferencia de
los puntos de retroceso las tangentes a ambas partes de la curva en el
punto anguloso son distintas (fig. 238, e); £) puntos de detencion en los
que la curva se detiene (fig. 238, f); 8) puntos asintdticos, alrededor
de los cuales la curva se enrolla un mimero infinito de veces aproxi-
mdndose a una distancia infinitamente pequeiia (fig. 238, g). Se pueden
encontrar combinaciones simultaneas de dos o mas singularidades de
éstas (fig. 238, he i),

Bisqueda de puntos del tipo e, f, y g. Singularidades de estos tipos
s6lo cxisten en las curvas transcendentes*, Los puntos angulosos

corresponden a discontinuidades finitas de la derivada Z—)y‘ , por ejemplo,

el origen de coordenadas en la curva y= f"xi/_z (véase fig. 284, ¢ de
+e

la pdg. 354). Los puntos de detencién corresponden a discontinuidades
finitas o rupturas de la funcién ¥ = f(x); por ejemplo, los puntos (1, 0)

* Véase la pag. 232.
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y(, 1) delacurva y = ! T (véase fig. 272 de la pag. 322). Los

1+ 1
pur.:os asint6ticos son mads féciles de localizar en las curvas dadas en
forma polar: p = f(g), si el lim p = 0, cuando @ -+ o0 6 P -~ — o,
entonces el polo es un punto asintdtico, por ejemplo, en la espiral
logaritmica p = ae*® (véase fig. 60 de la pag. 123).

Biisqueda de puntos del tipo a—d, h, i, lamados puntos miiltiples
(dobles, triples, etc.). Las curvas se estudian en la forma F(x, y) = 0.
Los puntos A, cuyas coordenadas (x;, y,) satisfacen simultineamente
a las tres ecuaciones: F= 0, F, =0, F, = 0, son dobles, si de las
tres derivadas de segundo orden F;, F,,, F,, por lo menos una es
distinta de cero (en caso contrario A es un punto triple o de multiplicidad
superior). El cardcter de un punto doble depende del signo de

e, ’
F. F,
2 ’’
Fy: Fy

A=

G=n)
y=y;

1) Si A < 0, A4 es un punto crunodal, las pendientes de las tangentes
en este punto son iguales a las raices de la ecuacién

Fyyk?+2Fk+FL = 0.

2) Si A > 0, A es un punto aislado.
3) Si A = 0, entonces 0 4 es un punto de retroceso o un punto tac-
nodo; la pendiente de la tangente en este punto es:

tga =—Fiy/Fy .

En este caso, para efectuar una investigacion detallada del punto malti-
ple, se debe trasladar el origen de coordenadas a este punto y hacer girar
los ejes de tal modo que el eje Ox vaya por la direccién de la tangente
en el punto 4; entonces, segiin el tipo de ecuacién se puede determinar si
se tiene o no un punto de retroceso de primera especie, de segunda espe-
cie o un punto tacnodo.

Ejemplos: 1) F(x, y) = (x*+y®?%—2a? (x?—y?) = 0 (lemniscata, véase
la fig. 51 de la pag. 117); Fi = 4x(x*+y*—a?), F, = 4y (xt+y*+a?);
el sistema F, = 0, F, = 0 da tres soluciones: (0, 0), (+a, 0), pero sélo
la primera verifica a F = 0. Al reemplazar (0, 0) en las derivadas de
segundo orden, tenemos: (Fy)o = —4a? (F.)e = 0, (Fyy)o = +4a?;
A = -16a* < 0, es decir, el origen de coordenadas es un punto cruno-

dal; las pendientes de las tangentes son: tg @ = +1 y las ecuaciones de
las tangentes son: y = +x,
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2 Flx, p) = x* 4P =at-y? = 0; FI=x(3x-2), F, = y(@3y-2);
de los cuatro puntos (0, 0), (0, %—), (%, 0) y (%, %), s6lo el primero
pertenece a la curva; (F)o = =2, (Fi)o = 0, (Fyy)e = =2, A =4 > 0,
es decir, el origen de coordenadas es un punto aislado.

3) F(x,y) = (y—x%*—x* = 0. El sistema F, = 0, F, = 0 da una
soluci6n unica (0, 0) que verifica a la ecuacion F = 0; A = 0;tga = 0.
En el caso dado se tiene en el origen de coordenadas un punto de retro-
ceso de segunda especie, lo que es evidente de la ecuacién de la curva en

forma explicita: y = x¥(1+4/x); para x < 0 no existen valores deyy
para valores pequeiios de x > 0, ambos valores de y son positivos
(la tangente en el origen de coordenadas es horizontal).

Caso de una ecuacidn algebraica F(x, y) = 0. Si la ecuacién no con-
tiene términos independientes ni términos de primer grado, entonces el
origen de coordenadas es un punto doble, en el cual se obtienen inmedia-
tamente las ecuaciones de las tangentes, anulando todos los términos
de segundo grado; por ejemplo, para la lemniscata (véase anteriormente
el ejemplo 1) las ecuaciones de las tangentes son: x*—y2 = 06y =+ x.
Si tampoco tiene términos de segundo grado, el origen de coordenadas
es un punto triple, etc.

4. Asintotas

Caso GENERAL. Si alguna parte de una curva se aleja indefinidamente

del origen de coordenadas, entonces esta parte (rama infinita de la curva)
puede tener a veces una asintota, es decir, una

~~—~———————  recta a la que la curva se aproxima indefinida-
/ mente por un lado (fig. 239, @) o la corta todo
) el tiempo (fig. 239, b). Para buscar las asin-

totas de una curva que esti dada en forma

paramétrica: x = x (), y = y (), se encuentran
los valores de t = t,, para los cuales x () — oo

/ — 6 y(t) > 0. Six (1) = oo, pero y (t;) = a 5 oo,
la recta y = a es una asintota horizontal; si

A y(t) =oo, perox(t) = a #oo,la recta x = a

Fig. 239 es uua asintota vertical; six(f;,) = coyy (f,) =

entonces se calculan los dos limites:

k = lim ,%; y b= lim [y()—k-x()];
>t ‘=4 .

si existen ambos limites, la curva tiene la asintota y = kx+5.
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Cuando la curva es dada en forma explicita y = f(x) (véanse las
pags. 327-332), las asintotas verticales se encuentran como puntos de
discontinuidad de la funci6n f(x) y las asintotas horizontales y oblicuas
se representan en la forma y = kx+b, donde

k= 1m 79 b= fim [f(x)-kal.
m
Em’y

Ejemplo: x = =n(tgt—1), 0= 3,1, = -7, etc. Por ejem-

plo, hallemos la asintota parat = Z :

2
x()=y(@) =0, k= lim Z(senr—tcost) =2,
(2™ m
T n m . . sen{—tcost—1 __n
b= lm [10g1-0-7 2] = Jm e =7
=, M. X _r_
y—mx 2’ m n 2"

CASO DE UNA CURVA ALGEBRAICA F(x, y) = 0. La funcién F(x, y) es

un polinomio con respecto a x e y. Elijamos aquellos términos de F(x, )
que tienen la dimensién mayor*. Designemos por ®(x, y) el grupo elegido
de los términos “superiores” y resolvamos la ecuacién @ (x, y) = 0 con
respectoaxey: x =@(),y = p(x)
Los valores y, = a, para los cuales x = oo, dan las asintotas horizonta-
les y = a; los valores x, = b, para los cuales y = oo, dan las asintotas
verticales x = b. Para buscar las asintotas oblicuas ponemos en F(x, y)
la expresién y = kx+b y ordenamos el polinomio obtenido segun las
potencias de x:

F(x, kx+b) = fi(k) x™+f, (k, b)) x™1+ ...

Igualando a cero los dos coeficientes superiores f; y f;, resolvemos el
sistema de ecuaciones

fik) =0, f(k,b)=0.
Si es compatible, entonces sus soluciones k, b dan los pardmetros de las
asintotas y = kx+b.

Ejemplo: x*+y®—3axy = 0 (“hoja de Descartes”, véase fig. 4 de
la pag. 113). F(x,kx+b) = (1 +kD) x®+3 (k2b—ka) x*+ ...;14+k?=0
y k%b—ka = 0 da el sistema de soluciones k = —1, b = —a; la ecuacién
de la asintota es: y = -x—a.

* Se entiende por dimension del término Axmyn la suma de los exponentes (m-+n)
de x ¢ y. Asi, el término 3x2y3 es de quinta dimensién, 22 es de segunda dimensién; en
el polinomio x3+ y3—3xy los términos “superiores” son: x3 ¢ ¥,
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5. Estudio general de una curva por su ecuacion

El estudio de las curvas por sus ecuaciones tiene por finalidad estu-
diar el comportamiento de cierta funcién uniforme y = f(x) o establecer
la forma de la curva, definida analiticamente por una de las formas (1),
(2), (3) 0 (4) (véase la pag. 271).

CONSTRUCCION DE LAS GRAFICAS DE LAS FUNCIONES dadas en la forma
y=f.

1) Se halla el campo de definicion (pag. 314).

2) Se establece la simetria con respecto al eje Oy o con respecto al
origen de coordenadas, segtin que la funcién sea par o impar (pag. 320).

3) Se determina “el comportamiento de la funcién en el infinito”
calculando para ello los limites lim f(x)y lim f (x) (pig. 322)

Z —p —o00 z =+ o0

4) Se hallan los puntos de discontinuidad y se determina su cardcter
(pags. 328-329).

5) Se halla la interseccién de la curva con el eje Oy, calculando £ (0),
y con el eje Ox, resolviendo la ecuacién f (x) = 0 (véase en la pag. 163
1a resolucién de una ecuacién algebraica y de una trascendente en forma
general).

6) Se hallan los maximos y minimos (pag. 372), determinando las
regiones de crecimiento y decrecimiento de la funci6n.

7) Se hallan los puntos de inflexi6n (pégs. 279-280), estableciendo las
regiones en que la curva es concava hacia arriba y hacia abajo (pag. 275)
calculando en los puntos de inflexién la pendiente de la tangente.

Con estos datos se hace poco a poco un esbozo de la curva, precisin-
dola después por los puntos aislados en aquellas partes que presentan
interés.

Ejemplo: Construir la grafica de la funcién

. 2x24+3x—4
=G5

1) La funcién existe para todos x, a excepcién de x = 0.

2) No hay simetria.

3) Para x —+ oo, y - 2; ademés, si x ~— oo, y = 2—0 (tiende a2
“por debajo”) y si x -+ oo,y = 2+0 (tiende a 2 “por encima”).

4) Para x = O se tiene una discontinuidad infinita (desde — oo hasta
— oo, ya que y es negativo para valores infinitesimales de x).

5) f(0) = oo; la ecuaciébn 2x%+3x—4 = 0 tiene las raices x, ; =

—3+4/41

; de esta manera, las intersecciones con el eje Ox son:
x, =~ 0,85, x, ~—2,35.
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6) El punto méximo es: x = % ~ 2,66, y ~ 2,56.
7) El punto de inflexién es: x = 4, y = 2,5, tga = —% .
Haciendo un esbozo de la curva por estos datos, calculamos ademds:
8) la interseccién de la curva con la

asintota:

x=%~133 y=2

La curva estd representada en la fig.
240.

CONSTRUCCION DE CURVAS DADAS
EN FORMA IMPLICITA F(x,y) = 0. Pro-
ceder por las reglas generales es dificil,
ya que frecuentemente se reducen a
calculos muy complicados. Si es posi-
ble,es conveniente encontrar los siguien-
tes elementos:

1) Determinar todos los puntos de interseccién con los ejes.

2) Calcular la simetria de la curva con respecto a los ejes y al origen
de coordenadas (reemplazando x por —x e y por —y).

3) Encontrar el maximo y el minimo con respecto al eje Ox (véase
la pag. 374) y al eje Oy, aplicando las formulas similares con la transfor-
macion de los ejes de coordenadas.

4) Encontrar los puntos de inflexién (pag. 281) y la pendiente de la
tangente en ellos.

5) Encontrar los puntos singulares (pags. 282-284).

6) Encontrar los vértices de la curva (pig. 281) y construir para
éstos las circunferencias osculatrices (pag. 277), a una distancia signifi-
cativa sus arcos no se distinguen de la curva.

7. Encontrar todas las asintotas (pag. 284) e investigar la ubicacién
de las ramas con respecto a las asintotas.

6. Evolutas y evolventes

La evoLUTA de una curva dada es la curva formada por los centros
de curvatura (véase la pag. 277) de todos los puntos de la curva dada;
la misma es la envolvente (véase la pag. 288) de las normales de la curva
dada. Las ecuaciones paramétricas de la evoluta, véase en la pag. 278,
la féormula (% % %) (las ecuaciones para hallar el centro de curva-
thra, en que es necesario considerar x, € y, como coordenadas varia-
bks de la evoluta). Si se puede eliminar entre estas ecuaciones el parg-



288 1. GREOMETR{A DIFERENCIAL

mctro.(x, t o p), se obtiene la ecuacién de la evoluta en coordenadas
cartesianas.

Ejemplo: Hallar la evoluta de la pardbola y = x2 (fig. 241). Tenemos
que:

X = x_z"_(l_;'ﬁ"_)=_4xa, Y = x’+l+24x’ - l+26xl’
)
de donde ¥ = %‘*’3 (é) /1 en que X e ¥ son las coordenadas variables
de la evoluta.

& %
£
@
3
3
Zz
2

Fig. 241

La EVOLVENTE de la curva dada I', es una curva I', respecto a la cual
la curva T'; es la evoluta. La normal MC de la evolvente es tangente

alaevoluta, la longitud del arco CY’: de la evoluta es igual al incremento
del radio de curvatura de la evolvente (fig. 241):

CC, = M,C;—MC.

Estas propiedades permiten considerar la evolvente I'; como “el desa-
rrollo” dela curva I',, que se obtiene de I", desenrollando un hilo tirante.
A la eveluta dada corresponde una familia de evolventes, cada una de las
cuales se determina por la longitud inicial del hilo (fig. 242). La ecuacién
de la evolvente se obtiene mediante la integracion del sistema de ecuacio-
nes diferenciales que representan la ecuacién de la evoluta; véanse en
la pag. 124 la ecuacién de la evolvente de la circunferencia.

7. Envolvente de una familia de curvas

PUNTOS CARACTERISTICOS. Si se tiene una familia de curvas con un
pardmetro o:

F(x,y,a) = 0, (%)
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a)

Fig. 243 Fig. 244

entonces dos curvas infinitamente préximas de esta familia, a las que
corresponden los valores a y a - Aa, tienen puntos de mdxima aproxima-
cion K. Estos puntos, o son las intersecciones de las curvas () y (x + Ax)
0 son puntos tales en (a) que su distancia hasta («+ Aet) (por la normal)
es un infinitésimo de orden superior con respecto a A« (fig. 243, a y b.
Si Ao — 0, entonces la curva (x+ Aa) tiede a confundirse con la primera
y el punto K, en algunos casos, se aproxima a la posicién limite, al
punto caracteristico. Los puntos singulares de la curva («) siempre son
caracteristicos.

CARACTERfsTICAS. El lugar Yy
geométrico de los puntos carac-
teristicos de todas las curvas de
la familia (%) forma una curva
(o varias curvas), llamada carac-
teristica de esta familia; ella o
estd formado por puntos singu-
lares de las curvas de la familia a
(fig. 244, a) o es la envolvente de
estas curvas, es decir, es tangente
a cada curva de la familia (fig. )
244, b); pueden haber también .
combinaciones de ambos tipos Fig. 245
(fig. 244, ¢, d).

Se obtienc la ECUACION DE LA ENVOLVENTE (y de la caracteristica en el
caso general) de la familia F(x, y, ) — 0, al eliminar « en el sistema de

. or
ecuaciones F = 0, o 0.

Ejemplo : Hallar la ecuacion de la envolvente de la familia de rectas
que contienen el segmento AB = I, si sus extremos A y B resbalan por
los ejes de coordenadas (fig. 245, a). La ecuaci6n de la familia es:

: 19 14016
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X y :1

Teons ¥ ioaes 6 F=xcosat+ysena—Isenacosa = 0,

aF
P =—Xxseno+ycosa—
—lcosta+/sen?a = 0.
Eliminando « en estas ecuaciones, tenemos que: x¥/s+y%/s = /3,

es decir, la envolvente es la astroide (fig. 245, b, véase también las
pags. 120-121).

B. CURVAS DEL ESPACIO
8. Métodos de expresion de una curva

ECUACIONES EN COORDENADAS. Una curva en el espacio (“linea de
curvatura doble”) puede expresarse analiticamente en alguna de las for-
mas siguientes:

a) Como la interseccién de dos superficies:

F(x,y,2) =0, ®(x,y,2)=0. 0]
b) En forma paramétrica:
x=x(t), y=pu1), z=1z(t ()

(t es un parametro cualquiera, en particular 1 = x, y 0 z).
¢) En forma paramétrica:

x=x(s), y=xs) z=12(s) A3)

(s es la longitud de arco desde un cierto punto 4 hasta un punto

variable M):
s*f\/ () + (@)

EcUACION VECTORIAL. Designando por r el radio vector de un punto
cualquiera de la curva (véase la pag. 597), representamos la ecuacion (2)
en la forma

r=r(), donde r(®) = x(@)i+y(@®)i+z(k, (2a)

y la ecuacién (3) en la forma:
r=1r(s), donde r(s)=x)i+y(G)j+z()k. (3a)
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La DIRECCION POsIT1IVA en la curva dada por la ecuacién (2) o por la
(2a) corresponde al crecimiento del parametro ¢, y en la curva dada por
la ecuacién (3) o (3a) corresponde a la direcion en que se calcula la
longitud del arco s.

9. Triedro intrinseco

Definiciones. En cada punto M de una curva del espacio (a excep-
cion de los puntos singulares) se determinan tres rectas y tres planos, que
e cortan entre si en ¢l punto M formando 4ngulos rectos (fig. 246):

Binarmal & Plano rectificante
(—— -—l——'—’_”

41@0 osculador
2N

Normal principal

I

i

i

1

1

1
ok —

[ PN S

| ___— Plano normal

Tangerte
Fig. 246

1) Latangente es la posicion limite de la secante AN, cuando N - M
(véase fig. 227 de la pag. 272).

2) El plano normal es perpendicular a la tangente. Todas las rectas
que pasan por M y estan situadas en este plano son normales a la curva
en el punto M.

3) El plano osculador es la posicion limite del plano que pasa por
tres puntos proximos de la curva M, Ny P,
cuando N - M y P -~ M (fig. 247). El plano
osculador contiene a la tangente.

4) La normal principal es ia interseccion del
plano normal con el plano osculador (aquella
de las normales que yace en el plano osculador).

5) La binormal es la recta perpendicular al
plano osculador.

6) El plano rectificante es ¢l que contiene a
la tangente y a la binormal, Fig. 247

19+




292 1. GEOMETRIA DIFERENCIAL

En las tres rectas 1), 4) y 5) se determinan las direcciones positivas:
en la tangente ésta corresponde a la direccion positiva de la curva y se
determina por el vector unitario t; en la normal principal va hacia la
concavidad de la curva y se determina por el vector unitario n; en la bi-
normal se determina por el vector unitario b = tXn (t, n y b debcn
formar una terna de mano derecha, véase la pag. 600). Los tres vectores
t, n y b, junto con los planos que los unen, forman el triedro intrinseco
de la curva del espacio.

_ Fig. 248

UBICACION DE LA CURVA CON RESPECTO AL TRIEDRO. En los puntos de
tipo general la curva situada hacia un lado del plano rectificante y corta
alos planos normal y osculador (fig. 248, a). En este caso las proyecciones
de un pequeiio segmento de curva, que contiene al punto M, en un plano
del triedro tienen (aproximadamente) la forma:

en el plano osculador ...  de parabola
(fig. 248, b)

enel planorectificante ...  de parabola cabica
(fig. 248, ¢)

en el plano normal ... de paribola semicubica
(fig. 248, d)

Si en el punto M la curvatura o la torsién de la curva (véase mas
adelante) son iguales a cero o el punto es singular [x'(f) = y'(r) =
= 2’(t) = 0], entonces la curva puede tener otra ubicacién.

ECUACION DE LOS ELEMENTOS DEL TRIEDRO.

a) Para una curva dada en la forma (1) (pag. 290).
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La tangente:

X-x Y-y . Z-z
OF “@F| ~ |oF or | T aF ary’
I‘tTy' ilz’ 0z ox ox oy |
Lo 9@ v a0 o0 |
S B P W o |
¢l plano normal:
X-x Y-y Z-=
er ar  or
dx ay oz | =0

od op oD
ax oy 0z

(x, y, z son las coordenadas del punto M de la curva; X, Y, Z son las
coordenadas variables de la tangente o del plano normal; las derivadas
parciales se calculan en el punto M).

b) Para una curva dada en la forma (2) o (2a) (véase la pag. 290).

En las formulas de la pag. 294 x, y, z, r son las coordenadas y cl
radio vector del punto M de la curva; X, Y, Z, R son las coordenadas
variables y el radio vector del elemento del triedro; las derivadas se
toman respecto del parametro ¢ en el punto M.

¢) Para una curva dada en la forma (3) o (3a) (véase pag. 290).

Si se toma por parametro la longitud de arco s, entonces las ccuacio-
nes de la tangente, del plano normal, del plano osculador y de Ia binor-
mal seran las mismas que en el caso general b) (¢ se debe reemplazar

por s) y las ecuaciones de la normal principal y del plano rectificante se
simplifican:

Elemento del triedro

Ecuacién vectorial

Ecuaciones ¢n coordenadas

2 — - -
Normal principal R=r+2 . X X - Y”»" _Z i
ds? X ¥ 2z
e i d’r ,e 2’7
Plano rectificante (R-r) dsi = 0 X' (X=x)+y" (Y —p)1

+2(£-2) =0
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Ecuacion vectorial \

Ecuaciones en coordenadas

R=r+i ;-

R=1

dr (dr
(5

drd_t

dr
Rewr+i 7fx

dr dtr
X(T"Tx!)

La tangente:
X—x Y ;" Z-
y z

i

’

X

El plano normal:

X=X+ (Y- +:(Z=2) =0

El plano osculador:

{X—x Y-y Z—z;

- V' 7 =0
| > o L
La binormal:
X~ Y-y Z-—
Ty 217 l 2 }T E
vz I N
El plano rectificante:
| X—x Y-y Z—-2z|
' PAR TS
[
|

P m n
donde [ = y'z2”’—y"7,

m=x'"—z"'x’,
n=xy’'—x"y

La normal principal:

X—x Y—y
yl zl -
m n

10. Curvaturas de flexion y de torsion

LA CURVATURA de flexiéon de una curva en el punto M es el numero
que caracteriza la desviacion de la curva (en una parte infinitesimal de la
misma que contiene al punto M) de una linea recta. La definicidén exacta

es: la curvatura de flexion K = lim

Jim | *-{‘(ﬁ3249)
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M
~at

t
Fig. 249

El radio de curvatura de flexién es: p = —, para las curvas del
espacio K y p son siempre positivos.

Férmulas para calcular K 'y ¢:

a) Para una curva dada en la forma (3) (véase la pag. 290):

K = || = T ()

dast

(derivadas con respecto a s).
b) Para una curva dada en la forma (2) (véase la pag. 290).

@ (@) -G @)

@1
dt) !
FEHY P 2D Y 427 — (XX 4y )

= Ty (% %)

K=

(derivadas con respecto a t).
Ejemplo : Hallar la curvatura de flexién de la hélice circular (fig. 250):
=aqgcost, y= asent, z= bt*. Reemplazamos el pardmetro ¢ pcr

s:8 = t1/a®+b? de donde

s
X = 4CO8 ———— = gsen ——=—
\/a’+b= y Varp’
z= ‘/ = ‘,ysegﬁn la férmula (%):
= ?%52-, = 18 (constantes).

Aplicando la férmula (x ) se obtiene este mismo resultado sin pasar
al pardmetro s.

* La hélice circular determinada por esta ecuacién y representada en la figura 250
sellama dextrogira; el observador que esta situado a lo largo del eje de la hélice (eje 02}
verd que esta linea se enrolla (al elevarse) en direccién contraria a la del mevimiento
de las agujas del reloj.

La hélice circular que es simétrica a la hélice circular dextrégira con respecto a un
cierto plano, se llama levdgira,; el observador la verd enrollarse (a elevarse) en la
_ direccién del movimiento de las agujas del reloj.
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LA CURVATURA DE TORSION de una curva en el punto M es el numero
que caracteriza la desviacion de la curva (cn una parte infinitésima de la
misma que contiene al punto M) de una curva plana, La definicién
exacta es: la curvatura de torsién es el numero, determinado por la
Ab db
A I L

z formula T = lim =
MN | ds

)\1-11’ —-0
251). El radio de curvatura de torsidn es:

1
T

Fig. 250

Formulas para calcular Ty t:
a) Para una curva dada en la forma (3) (véasc la pdg. 290).

Xy oz
Xy 2
1 o fdr d dir Xy 2t { %
T=—=P"<” —E -)_- T ey ey { .
T ds ds® ds? (x4 207 ¥

(las derivadas son con respecto a s).
b) Para una curva dada en la forma (2):

oy 2
P i
1 gdt df did Xy o2 * ¥
T=—=¢ ‘ anep P Gy (* *)
(%)
[p se calcula por las férmulas () y (% %)]. % % %
La curvatura de torsién calculada por las férmulas ( *) o ( % *)

es positiva o negativa. Si 7 > 0, entonces desde el punto de vista del
observador que esté situado en la normal principal y paralelamente a la
binormal (véase fig. 246), parece que la curva se enrollara hacia arriba
de derecha a izquierda como el sacacorchos. Si T < 0, la curva desde el
mismo punto de vista se enrolla hacia arriba de izquierd: a derecha.
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Ejemplo : Para la hélice circular 1 curvatura de torsion es constante;
para la hélice circular dextrogira es igual a:

—asent acost b
—acost —asent 0

T = (E“A't’f),) asent —acost 0 _ b
a [(—asenNit(acos1)?+b2]3  at+b?’
at+b?
===.
La curvatura de torsion de la hélice circular levogira es negativa:
b
T= Ta@dpt

LAs FORMULAS DE SERRET-FRENET. Las derivadas de los vectorcs t, n
y b con respecto al pardmetro s se expresan mediante las siguientes
formulas de Serret-Frenet:

dt n dn _ t b db n

@ P ds e T’ ds v’
en que p ¢s cl radio de curvatura de flexion y 7 ¢s el radio de curvatura
de torsion.

C. SUPERFICIES

11. Métodos. de expresion de una superficie

ECUACION DE UNA SUPERFICIE. Una superficic pucde expresarse por
ecuaciones en alguna de las siguientes formas:
a) en forma implicita: F(x,y,2) =0, (1)
b) en forma explicita: z = f(x, ), )
¢) en forma paramétrica: x = x(u,v), y = yu,v),
z=1z(u,v), )
d) en forma vectorial:
r=r(v) o r=x@v)ityW, v)jt+z@u, vk (3a)
Al hacer variar de todas las mancras posibles los pardmetros u 'y v
se obtiene el radio vector y las coordenadas de los difcrentes puntos de

la superficie; eliminando u y v en (3), resulta la forma (1). El caso (2) es
un caso particular de la forma (3),enelcual u = x,v = y.

Ejemplo: La ecuacién de la esfera es:
x:4+y*+22—-a* =0 )

X=acosusenv, y=adsenuseny, z=acost, @A)
r = a(cos u sen vi+sen u sen vj+cos vk). (3a)
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COORDENADAS CURVILINEAS EN UNA SUPERFICIE. Si la superficie est4
dada en la forma (3) o (3a), entonces para un valor determinado de uno
de los parametros v = v,, siendo el otro () variable, el punto r(x, y, z)
describe una curva perteneciente a la superficie: r = r(u, vo). Dando a v
diferentes valores constantes: v = vy, ¥ = vy, ... se obtiene una familia
de curvas de la superficie; como v = const en ¢l movimiento a 1o largo
de cada una de las curvas y varia solamente u, estas curvas se llaman

77
o
'z ;gg Ut

Fig. 253

Normal

u-linea

lineas u (fig. 252). Andlogamente, el punto
r = r(uy, v) des_ribe otra curva; dando a
u diferentes valores constantes: u = u,
u=u,...,seobtiene una segunda familia
de curvas (u = const) que son las lineas v.
De esta manera, en la superficie (3) se
forma una red de curvas, las lineas de coor-
denadas y los dos nimerosu = u,yv = v,
son las coordenadas curvilineas o de Gauss
del punto M de la superficie. Para el caso
de una superficie dada en la forma (2), las
lineas de coordenadas son las secciones de
la superficie con los planos x = const,
y = const. Toda ecuacién que relaciona
estas coordenadas: F(u, v) = 06 u = u(t),
v = v(t) determir a una cierta curva en la
superficie.

Ejemplo: En las ecuaciones paramétri-
cas de la esfera (véase el ejemplo anterior)
u es la longitud del punto (u = < POx),
v es la distancia polar del punto
(v = ~ MO2), las lineas v son los meridia-
nos AMB, las lineas u son los paralelos
CMD (fig. 253).

12, Plano tangente y recta normal

DerINICIONES. Al trazar en la superficie
por un punto dado M(r; x, y, z) de la
superficie todas las curvas posibles, resulta,
generalmente, que sus tangentes en el punto
M estan situadas en un plano; éste es el
plano tangente a la superficie en el punto
M. (Representan una excepcion los llama-
dos puntos cénicos de una superficie; véase
mas adelante). La recta que pasa por M y
es perpendicular al plano tangente se llama
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normal a la superficie en el punto M. (fig. 254). El plano tangente pasa
por los vectoresr, = % yr, = %' , que son tangentes a laslineas uy a las
lineas v en el punto M; su producto vectorial r;Xr, es un vector
paralelo a la normal y su versor N° = T:‘::’l se llama versor de la
1 2
normal. N° esta dirigido a uno u otro lado de la superficie, segin cual
de las coordenadas curvilineas 4 o v se considere la primera y cudl la
segunda.

La ecuacion del plano tangente y la de la normal a una superficie
véase en la pag. 300.

Ejemplo: Para la esfera x2+y%+z2—a? = 0 el plano tangente es:

2x(X—x)+2y (Y- +22(Z—-2) =0 6 xX+yY+zZ—-a®=0,
la normal es:

|
*®
~
|
<
N
|
N
o
wlx

z
7

<l

) 2z
Para la esfera:
xXx=acosusenv, y=asenusenv, z = acosv
el plano tangente es:
X cos u sen v+ Y sen u sen v+ Z cos v = a,

la normal es:
X Y z

cosusenv  senusenv  cosS®

PUNTOS SINGULARES (CONICOS) DE UNA SUPERFICIE. Si para los puntos

de una superficie dada en la forma (1) (véase la pag. 297) (para x = x,,
Y = y1, Z = z;) se cumple simultineamente que:

0F  9F  @F

5’;=F;=-5;=F(x,y,2)=0
entonces M(x,, ¥y, z;) es un punto singular (cdnico); todas las tangentes
que pasan por M no estan en un mismo plano, pero forman un cono de
segundo orden, cuya ecuacion es:

o 2
o =D+ T (=) + 35 (Z-D+2 o -0 (-D)+
+26ya Y- (Z-D+2 s (Z—D) (X=%) = 0

(donde las derivadas se calculan en el punto M); si las seis derivadas

parciales de segundo orden se anulan simultineamente, entonces ¢l

& punto singular es de un tipo més complicado (un cono de tercer orden
t 0 de un orden superior).
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Expresion de

la superficie Plano tangente Recta normal
ig. 297)
oF oF oF X—x Y~y Z—z
) % (X'X)'Fg)—' (Y-}’)""a‘z“ (Z-2) =0 6—5 = —QF- = 6__5
ox dy oz
—x Y-y Z—z
2; Z—z=pX-X)+ Y-y e
2 z=pX-x)+qY~-y) 7 2 1
X—x Y-y 2Z-:z ﬁ__i_ _ Y-y  Z-z
e |_, &y 0z 8z ox  dx oy
3 ou Ou du Cu Oou Ou Ou Su ou
o oy o oy 0 o 0x x oy
ov ov ov v dv ov v dv Bv
(3a) R=-1ryre =0 6 R-r)N =0 R =r+i(r;Xry) 6 R =r+aN

En esta tabla x, y, z, r son las coordenadas y el radio vector del punto M de la curva; X, Y, Z, R son las coordenadas
variables y el radio vector del punto del plano tangente o de la normal; las derivadas se calculan en el punto M;

B,
p = ——z » q == ———'\z .
ox oy

00t

TVIONZYIA1d VidLaWwodo ‘1l
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13. Elemento lineal de una superficie

DIFERENCIAL DE ARCO. Si la superficie viene dada cn la forma (3) o
(3a) (véase la pag. 297), M (u, v) es unpunto dadoy N (u+du,v+dv)es un
punto proximo al punto dado de la superficie, entonces la longitud del
arco MN en la superficie se expresa aproximadamente por la diferencial
de arco o por ¢l elemento lineal de la superficie, segun la formula:

ds® = E du*4-2F du dv+ G dv?, 1))

‘ _ pa _ [0x)? ay\? dz\® o _ 9x ox 3y oy aiaz
E=ri= (o) + ) (@) F=rmre=G st ator o

S LA A (LAY

G=r}= (Bv) +(av) +(50) -
El segundo miembro de la férmula (1) se llama también primera forma
cuadrdtica de la superficie dada en la forma (2); sus coeficientes E, F, G

dependen del punto de la superficie.
Ejemplo: Paralaesfera: r = a(cos i sen vi+ sen u sen vj+cos vk),

E =a*sen*r, F=0, G=a*
la primera forma cuadratica es:
* ds? = a® (sen® v du®+dv?).
Para la superficie dada en la forma (2) (véase pag. 297):
E=1+4p? F=pq, G=1+q% donde p= g;;’ q= b;‘
MEDICIONES EN UNA SUPERFICIE. La longitud del arco de una curva

u = u(r), v = v(t)de una superficie, para t, =< t = t,, se calcula p6r la
férmula:

t [
L= [ds= [A/E(E)42r @ Dio@fa o)
1y ty

El dngulo o formado por dos curvas (es decir, formado por sus tangen-
tes) que se cortan en el punto M y que tienen
en este punto las direcciones de los vectores
dr {du, dv} y or {Ou, dv} (fig. 255), se calcula
por la férmula:
coso = — X

V ()t (or)?

_ E du bu + F(du 6v+dv bu)+ G dv év

VEd@1 2F du dv + G dvt V E 8u +2F bu bv+G 8v?
(% %) Fig. 255
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(los coeficientes E, F, G se calculan en el punto M). En particular, las
lineas son perpendlculares si el numerador de ( %) es igual a cero;
F = 0 es la condicién de perpendicularidad de las lineas de coordenadas
v = const (dv = 0) y u = const (du = 0).

El drea de la superficie S limitada por una curva de la superficie se
calcula por la integral doble:

S = jds,
(3)
donde ]
dS = A/EG—F*du dv. (% % %)

De esta manera, conociendo los coeficientes E, F, G de la primera
forma cuadratica podemos efectuar mediciones de longitudes, de 4ngulos
y de 4reas de la superficie por las férmulas (%), (3 %), (% % %), es
decir, la primera forma cuadratica determina totalmente la métrica de
la superficie.

SUPERPOSICION DE SUPERFICIES POR FLEXION. Al torcer una superficie
sin dilataciones ni rupturas, su ecuacién cambia, pero su métrica
permanece la misma, es decir, la primera forma cuadrética no varia.
Dos superficies diferentes que tienen una misma forma cuadrética, pue-
den ser superpuestas una sobre la otra mediante una flexidn.

14. Curvatura de una superficie

CURVATURAS DE LAS LINEAS EN UNA SUPERFICIE. Si se trazan por el
punto M de la superficie diferentes curvas, los radios de curvatura (de
flexi6bn) p de estas curvas I" en el punto M estén ligados entre si por las
siguientes relaciones:

1) El radio de curvatura p de una curva I, es igual al radio de
curvatura de la curva C de la interseccion de la superficie con el plano
osculador de la curva I en el punto M (fig. 256, a).

2) Para cada seccion plana C, su radio de curvatura es igual a

p = Rcos (n, N), ™)

donde R es el radio de curvatura de la seccién normal (C, ) qQue pasa
por la misma tangente PQ que Cy por el vector N, y (n, N) es el 4ngulo
entre el versor de la normal principal o (véase la pag. 291) de la curva C
y el versor de la normal N de la superficie (teorema de Meusnier, fig. 256,
b). En la férmula (M), R se toma con signo mds, si N estd dirigido hacia
la concavidad de la curva C,,,, y menos, si estd dirigido hacia la con-
vexidad de la misma.
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Fig. 256

3) Para toda seccion normal C,,.p, Su curvatura es:

R~ R R,

1 cos?a | sen?a
= (E)

(férmula de Euler), donde R,y R, son los radios de curvatura principales,
es decir, los valores mdximo y minimo de R; éstos se obtienen para las
secciones normales principales de la superficie C; y C; (véase mds ade-
lante), y « es el dngulo entre los planos de las secciones C y C; (fig. 256,
¢). En la férmula (E) R, R; y R, se toman con el signo mis o menos,
igual que en la férmula (M).

RADIOS DE CURVATURA PRINCIPALES. Si la superficie viene dada porla
ecuacion z = f(x, ), entonces R; y R, son las raices de fa ecuacién de
segundo grado

(rt—sH R2+h[2pgs—(1+pHt—(1+¢>)riR+h* = 0, (A)
donde
= Oz = 9z = 02 Z 02 = 9z
P=% 9% 4 " & *Tugy T

y h=+1+p*+g*.

Los planos de las secciones normales principales C, y C, son perpendi-
culares entre si, sus direcciones se determinan por el valor de :—: , 0b-
tenido de la ecuaci6n cuadratica:

[tpq - sC1+g01 () + (61 +7 ~r(1+91 L + (51 +59) = rpgl = .
®

Si 1a superficic es dada ¢n forma paramétrica r = r(u, v), entonces las
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ecuaciones correspondientes (4) y (B) tienen la forma:
(DD”-D*)R*—~(ED”"~2FD'+GD)R+(EG—-F*) =0, (A

(GD'—FD") (RV'4.(GD-ED") {2 +(FD-ED) =0,  (B)

donde los valores D, D’, D"’ son los coeficientes de la segunda forma
cuadrdtica de la superficie, determinados por las férmulas:

! &
D=ryN=—-""of D=rN= -
VEG-F*’ BT WEGCF
av
D" =rgN = — ===
E VEG-Ft'
aqui los vectores ryy, ry,, I's; son las derivadas parciales de segundo orden
del radio vector r con respecto a los parametros u y v; los numeradores
d, d’, d” son iguales a:

ox oy ok Jox o oy o

ou?  dut OJu? uov Suov odudv

_ | o= oy oz . 9_{ i‘iy 0z
d=\% o sl T=|w W P

b oy 0z oy 0z

ov dv v v ov v

x 8y o
ov?  dvr  ov?
v | 0% oy 24
d’ = Tou u ou
ox  ay oz

w v v

Las curvas de la superficie que tienen en cada punto las direcciones
de las secciones normales principales se llaman lineas de curvatura; sus
ecuaciones se obtienen integrando la ecuacion diferencial (B) o (B’).

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE. Si en el punto M
de una superficie ambos valores R; y R, (pag. 302) tienen un mismo sig-
no, entonces las secciones normales principales tienen sus concavidades
dirigidas hacia un solo lado. En este caso, en una region del punto M
la superficie est4 situada a un solo lado del plano tangente; tal punto de
la superficie se llama punto eliptico (fig. 257, a), su criterio analitico es:
DD —D’? > 0. En particular, para R, = R,, el punto se¢ llama ciclico
o umbilical; en éste R = const para todas las secciones normales.

Si R, y R, tienen signos diferentes, las secciones normales principales
tienen las concavidades dirigidas hacia lados opuestos. En este caso, la
superficie se corta con el plano tangente y tiene un tipo de silla de montar;
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]
1
3
}
\

. tal punto de la superficie se llama hiperbdlico (fig. 257, b), su criterio
analitico es: DD~ D"* < 0.
Si R, o R, son iguales a oo, entonces una seccién normal principal
., tiene un punto de inflexién o es una linea recta; tal punto de la superficie
- se llama parabdlico (fig. 257, ¢), su criterio analitico es: DD’ — D2 = 0.
Ejemplos: Todos los puntos del elipsoide son elipticos, los del hiper-
i+ boloide de una hoja son hiperbélicos, los del cilindro son parabélicos.
CURVATURA DE UNA SUPERFICIE. Se llama curvatura media de una
superficie en el punto M a la expresion:
1/1 1
~ se llama curvatura de Gauss a la expresion
: Ko !
T RiRy
Ejemplo: Para el cilindro circular (de radio
a)es:H=—2—:-’—, K=0.

Para los puntos elipticos K > 0; para los
- hiperbélicos K < 0; para los parabélicos
K=0.
Si la superficie viene dada por la ecuacién
-z = f(x, y), entonces H'y K se calculan por las
* siguientes féormulas:

H = "+a)—2pgs+1(1+p)

21 +pr+g)

- re—st o

(A+pt+ey
Las superficies cuya curvatura media H cn todos los puntos es igual
"a cero (R; = —R,), se llaman minimas. Las superficies cuya curvatura
- de Gauss X en todos los puntos es constante, se llaman superficies de

*Véanse en la pag. 303 las designaciones de p, q, r, s, 1.
2 20 14016
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curvatura constante,; los ejemplos mds simples de tales superficies son:
para K > 0, la esfera; para K < 0, la seudoesfera [fig. 258, la superficie
de revolucion de la tractriz (véase la pag. 125) alrededor de su eje}.

15. Superficies regladas y desarrollables

Una superficie se llama reglada si puede ser obtenida como la huella
de una linea recta en movimiento; si en este caso la superficie puede ser
desarrollada en el plano, entonces se llama desarrollable. Los ejemplos
mas simples de superficies desarrollables son: la cilindrica y la conica
(véanse las pags. 201 y 202). No todas las superficies regladas son desarro-
llables (por ejemplo el hiperboloide de una hoja y el paraboloide hiper-
bolico son superficies regladas, pero no son desarrollables, véase la
pag. 266). En todos los puntos de la superficie desarroliable la curvatura
de Gauss es igual a cero. Si la superficie viene dada por la ecuacién
z = f(x, y), la condicién para que sea desarrollable es que:

rt—s% = 0%,

16. Lineas geodésicas en una superficie

CONCEPTO DE LINEAS GEODESICAS. Por cada punto M(u, v) de una
superficie, en cada direccién definida por la razén :% , Pasa en la super-

ficie una curva determinada: ésta es la linea geodésica, que desempeiia
en esta superficie la funcién de linea recta; 1) si un punto material cs
forzado a permanecer en la superficie, entonces cuando no actian
otras fuerzas exteriores el punto se mueve en la superficie por una linea
geodésica; 2) un hilo elastico en tensién que descansa sobre la super-
ficie toma la forma de linea geodésica; 3) la linea de la distancia mas
corta entre dos puntos de la superficie es una linea geodésica.
DEFINICION. Se llama linea geodésica de una superficie a 1a curva cuya
normal principal en cada punto coincide con la normal a la superficie.
Por efemplo: la hélice circular es para el cilindro circular una linea
geodésica.
EcuaciOn. Si la superficie viene dada en la forma z = f(x, y), la
ecuacién diferencial de las lineas geodésicas es:
2 3 2
A+p+a) 5 = pt(;—:) +Q2ps—gqt) (:—;’) +(pr—248) £ —ar*.
Si la superficie viene dada en la forma (3) (pag. 297), la ecuacion
diferencial de las lineas geodésicas tiene una forma mas complicada,

* Véanse en la pag. 303 las designaciones de p, ¢, r, s, ¢,



CUARTA PARTE

FUNDAMENTOS DEL ANALISIS
MATEMATICO

I. INTRODUCCION AL ANALISIS

1. Los numeros reales

Los NUMEROS RACIONALES. Se llaman nimeros racionales todos los
numeros enteros y fraccionarios (los positivos, los negativos y el cero).
Los numeros racionales forman un conjunto infinito que tiene las pro-
piedades siguientes:

1) Este conjunto es ordenado, es decir, para cada dos numeros racio-
nales distintos a y b se puede indicar cual de ellos es menor que el otro.

2) Este conjunto es denso en todo, es decir, entre cada dos numeros
racionales distintos a y b (a < b) existe por 1o menos un niimero racional
cla < ¢ < b) y, por consiguiente, un conjunto infinito de numeros
racionales.

3) Con dos nimeros racionales cualesquiera son siempre posibles las
operaciones aritméticas (suma, resta, multiplicacion y divisién) y dan
como resultado un nimero racional determinado. Es una excepcién la

divisién por cero, que es imposible : 1a anotacién % es indeterminada, ya

que no existe un nimero determinado b que verifique la igualdad 5-0=a
(si a = 0, b puede ser un nimero cualquiera y si @ = 0, b no existe*.

* La igualdad empleada fr t -g— =oo (infinito) no significa que tal

divisién sea posible (joo no es un nimero!); es solamente una anotacién abreviada de
la frase: ‘si el divisor se aproxima a cero, entonces el cociente crece indefinidamente
. en valor bsoluto”.

L 20*
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4) Todo numero racional a pucde ser representado en forma de frac-
cion decimal (periodica finita o infinita).

Representacion geométrica de los mimeros racionales. Si en la recta
xx fig. 259 se han elegido un origen de referencia O (el punto cero),
una direccion positiva (la orientacion) y una unidad de medida / (la
escala), entonces a cada nimero racional a corresponde un punto deter-
minado de csta recta que tiene por coordenada a (un punto racional).
La recta xx se llama eje numérico. Segan la propiedad 2) de los niimeros
racionales, entre dos puntos racionales cualesquiera hay un conjunto
infinito de puntos racionales.

T -3-275 -2 -1 0 74 2 253 z

Fig. 259

Los NUMEROS IRRACIONALES. El conjunto de los numeros racionales es
insuficiente para el andlisis matematico: aunque sea denso en todo no
ocupa todo el eje numérico. Por ejemplo, si la diagonal del cuadrado
AB de lado igual a 1 se coloca sobre el eje numérico, de modo que el
punto A coincida con el cero, entonces B caera en un punto K quc no
tiene coordenada racional (fig. 260). La introduccion de los mimeros
irracionales permite hacer corresponder a cada punto del eje numérico
un cierto numero haciendo que el conjunto de los numeros sea continuo.

B

AJ/L W

0 7 2 3
Fig. 260

Una definicion rigurosa dc¢ los numeros irracionales se da en los
cursos completos de andlisis matemdtico. Los nimeros irracionales sc
representan en cl eje numérico por puntos que llenan todas las lagunas
entre los puntos racionales. Todo miimero irracional puede ser represen-
tado por una fraccion decimal infinita ro periddica.

En particular, son niumeros irracionales las raices reales no enteras
de las ccuaciones algebraicas de la forma x"+a;x"~1+a,x"~2+ ... +
+a,-x+a, = 0 (con coeficientes enteros); por ejemplo, la ecuacion
x¥—9x—4 = 0 tiene raices irracionales (véase la pag. 154); tales nume-
ros se llaman irracionalidades algebraicas. Los ejemplos mas simples de
irracionalidades algebraicas son las raices de las ecuaciones binomias

x*—a = 0 o los nuimeros de la forma v/ a, si éstos no son racionales
(por ejemplo: V2= 1,414, . ., \“/lo = 2,154...);los nimeros irraciona-
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les que no son irracionalidades algebraicas se llaman trascendentes; tales
son los numeros 7 = 3,141592..., e = 2,718281..., los logaritmos
decimales de los numeros enteros (a excepcion de los enteros de la forma
10"), la mayoria de los valores de las funciones trigonométricas de los
angulos que tienen un nimero entero de grados.

Los NUMEROS REALES. Todos los nimeros racionales e irracionales
se llaman mimeros reales. Las propiedades fundamentales del conjunto
de los niimeros reales son:

1) El conjunto de los nimeros reales es ordenado (véase pag. 307);

2) es denso en todo (véase ahi mismo);

3) es continuo, es decir, (a diferencia del conjunto de los nimeros
racionales) cada punto del eje numérico tiene una coordenada real;

4) las operaciones aritméticas con numeros reales son siempre posi-
bles (a excepcion de la division por cero, véase pag. 307) y dan como
resultado un nimero real. En el sistema de los nimeros reales también
son posibles la elevacién a potencia y las operaciones inversas [de todo
aumero real positivo se puede extraer raiz de cualquier grado; todo
numero real positivo tiene logaritmo de cualquier base positiva (a ex-
cepcion de la unidad)].

Los niimeros complejos (véase la pig. 566) son la ulterior generaliza-
cion del concepto de nimero, en el analisis matematico.

2. Las sucesiones y sus limites

LAS SUCESIONES. Se llama sucesién numérica* al conjunto infinito de
numeros

A1, A3, A3y o« o5 Ayy - -«

colocados en un orden determinado, uno tras otro. Los niimeros conte-
nidos en la sucesién se llaman términos de la misma. Entre los términos
de la sucesién pueden haber nimeros iguales.

Una secesién se considera dada si es conocida la ley de su formacién,
es decir, una regla por la cual se puede determinar cualquier término
de la sucesién. En muchos casos es posible establecer una férmula para
el término general a, de la sucesion.

Ejemplos: 1) a, =n, 2) a, =4+3(n-1), 3) a,= 3(*%)"—1’

n~1

4) a,= (=)™ 5) a, = 3—5,:_—,, 6)a, =3 ;—-——}-10~ * paran

n
impar y a,,=3—;—+%-10_7+l para n par, 7) a,,=%, 8) a, =

* Aquf s6lo se estudian sucesiones infinitas.
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=(-D)"*n,9) q, =~ ";1 para nimpary a, = 0 para n par, 10) a, =
=3- —'I—T paranimparya, = 13 —- ”—1-— para n par.
P P
Los primeros términos de estas sucesiones son los siguientes:
D 1,2,34,5 .......... (serie natural),
2) 4,7,10,13,16, .......... (progresién aritmética),

3) 3 -~%, —:- , —%, 2. (progresion geométrica),
’

4 1, -1,1, 1,1
5 1,2,25,22, 2%, ...,
6) 3,4,3,3, 34,333,334, 3,333,333, ...,

1 1 1 1
7) l’—z-l?l Tv‘s‘)---,
8) 1,-2,3,-4,5, —6,...,

9 -1,0,-2,0,-3,0, —4,0, ..,
1 1 3 3
10) 1, 11,2, 12,27,12-2—,2—;,127,.‘.. »
LiMITE DE UNA SUCESION. Si para una sucesién dada a,, a,, . . . I T
existe un mimero A al cual se aproximan cuanto se quiera los nimeros

a, cuando crece n, entonces este niimero A se llama lfmite de la sucesion*.
La notacién es:

A= lim a,.

n—»o00

Formulacion exacta: A = lim a,, si dado un nimero positivo ¢,

n —» oo
arbitrariamente pequefio, se puede indicar en la sucesién dada un
nimero ay tal, que todos los niimeros a, sin excepcién que yacen después
de ay (es decir, para n > N), se diferencian de A4 en valor absoluto en
una cantidad menor que «:

la,— Al < ¢ (n == N).
De los ejemplos considerados 1-10 tienen Ifmites las sucesiones 3),
5), 6) y 7); sus limites son:
3) lim a,=0, 5) lim a,=3, 6) lim g, =3%, 7) lim a, =0,

n ~—» oo n ~» oo n—»o0 n —»00
Interpretacion geométrica. Si los términos de una sucesién que tiene
limite se representan por puntos del eje numérico, entonces empezando

* Los numeros a,, para algunos n pueden coixcidir con el limite 4.
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A5 a, a A
0, g — ~——§ g
Fig. 261

desde ay, todos los puntos de a, caerdn en el intervalo limitado por los
puntos A—¢y A+ e (fig. 261).

Limrre iNFiNiTO. Cuando el limite no existe debido a que a,, crece in-
definidamente en valor absoluto al crecer n, se escribe ¢l simbolo:

lim a, = oo (“el limite es infinito™).

n—roo

Formulacién exacta: lim a, = oo, si dado un nimero positivo X,

n —» 0o
arbitrariamente grande, se puede indicar en la sucesién dada un namero
N tal, que todos los numeros a,, para n > N, son en valor absoluto
mayores que K:
la,| = K (n>N).

Si, ademds, los nimeros a, (n > N) son todos mayores que 0, se
escribe lim a, = + oo} si los nimeros a, son todos menores que 0, se

n —» o8
escribe lim a, = — oo,
De los ejemplos considerados 1 — 10 las sucesiones 1), 2) y 8) tienen
limites infinitos; ademas, en los ejemplos 1, 2, lim a, = + oo

n —» oo
SUCESIONES MONOTONAS. Una sucesion ay, ag, ..., d,, ... se llama

creciente si

A <8y <a3< ... <y < ..., (€3]
decreciente si

a;>ay3>a3> ... >0y > ... (2)
no decreciente si

<A, <aq=<..=<aQ,<... (€))
y no creciente si

G=a,=a,=> ... =02 ... @)

Las sucesiones de los tipos (1), (2), (3), (4) se llaman mondtonas,
siendo las sucesiones (1) y (3) mondtonas crecientes y las sucesiones (2) y
(4) mondtonas decrecientes.

Las sucesiones (1) y (2), a diferencia de las sucesiones (3) y (4), se
llaman a veces estrictamente mondtonas. Los puntos que representan los
términos de una sucesién mondtona van en el eje numérico (segun el
orden de los indices de los términos) en una direccién, ademés algunos
términos consecutivos de las sucesiones (3) y (4) pueden representarse
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por puntos coincidentes. De los ejemplos, de las sucesiones | — 10 de la
pag. 310, solo son monétonas las sucesiones 1), 2), 5) (crecientes) y la
7) (decreciente).

SUCESIONES ACOTADAS. Si para una sucesion dada se puede seiialar
un numero positivo X tal, que todos los términos de la sucesién sin
excepcion son menores en valor absoluto que F(la,| < K), la sucesion
s¢ llama acotada; si no existe tal nimero, la sucesién no es acotada. D¢
los ejemplos 110 de la pag. 310. s6lo son acotadas las sucesiones
3(K=4,4(K=2),5(K=13),6(K = 5, 7(K = 2),10(K = 13).

TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LOS LIMITES DE LAS SUCESIONES.

1) Una sucesién puede tener s6lo un limite.

2) Una sucesidn que tiene limite finito es acotada; una sucesion que
tiene limite infinito no est4 acotada.

3) Una sucesién monétona acotada tienc limite finito ; si esta suce-
sion es monétona creciente, lim a, = a,, si es monétona decrecicnte,

N —» 00
lim a, < a,.
n —» 00
4) Una sucesion monétona no acotada tiene limite infinito; si csta
sucesion es monotona creciente, lim a, = 4+ oo; si es mondtona decre-

n —> oo
ciente, lim g, = — oo,
n —» oo

5) Criterio necesario y suficiente para la existencia del limite de una
sucesion. La condiciébn necesaria y suficiente para que una sucesion
a;, a;, ..., a,, ... tenga limite, ¢s que para un numero positivo ¢,
arbitrariamente pequefio, se pueda sefialar un término de Ia sucesion
ay tal, que dos términos caulesquiera de Ja misma que vienen después
de ay se diferencien uno de otro en un niimero menor que ¢, es decir,

la;—ajl<e para i>N y j=>N*,

Véansa cn las pags. 323-326 otras propiedades de los limites y su
calculo (“Limite de una funcién™).

3. Funciones de una variable**

DEFINICION. La cantidad variable y sc llama Juncic .1 de la cantidad
variable x (argumento o variable independiente), si para un valor dado
de x a cantidad y toma un valor determinado (funcion uniforme, por

* Una sucesion que tiene esta propiedad se llama fundamental.
** Aqui sdlo se estudian las funciones de variable real. Véanse en las pags. 571
y 579 las funciones de variable compleja.
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ejemplo: y = x* o varios valores determinados (funcidn multiforme;
por ejemplo: la funcién y = +4/x es biforme). Los simbolos f(x), F(x),
@(x), etc., denotan diferentes funciones de la variable x; f(a) es el valor
que toma la funci6n f(x) para x = a; por ejemplo, si f(x) = x*+2x— S,
entonces f(3) = 324+2.3-5 = 10.

El conjunto de los valores de x, para los cuales la funcién estd
definida forma el campo de definicién o de existencia de la funcién.
Frecuentemente se estudian funciones cuyo campo de definicion es
conexo. Un campo de niimeros reales se llama conexo, si 1) contiene
mas de un nimero y 2) no tiene lagunas, es decir, todos los numeros
contenidos entre dos nimeros cualesquiera pertenecientes al campo,
también pertenecen a él. Un campo conexo puede no estar acotado a
ambos lados (es decir, puede contener todos los puntos del eje numérico),
puede estar acotado a la izquierda o a la derecha (es decir, puede contener
todos los niimeros mayores o, respectivamente, menores que el nimero
dado) y puede estar acotado a ambos lados (es decir, puede contener
todos los numeros comprendidos entre los dados). Un campo conexo
se llama también intervalo numérico de extremos a y b (a < b; el extremo
a puede ser igual a — oo y el extremo b igual a + ). El extremo del
intervalo a 6 b se llama abierto, si no pertenece al campo y cerrado, si
pertenece (los extremos — co y + oo se consideran abiertos).

Un intervalo se designa por sus extremos a, b colocados entre parén-
tesis; al extremo abierto se le coloca un paréntesis y al cerrado un
corchete. Un intervalo con los dos extremos abiertos se llama abierto,
con uno abierto y otro cerrado se llama semiabierto y con los dos cerra-
dos, se llama cerrado (véase fig. 262%)

Nombre dcl Limitacién del Designacién del Representacién en
intervalo campo intervalo el eje numérico
abierto a<x<b (a, b) A b
. a<x=<b (a, b] - P
semiabierto a »
as<sx<b [a, b) B ——
cerrado asx=<b [a, b) a b
Intervalos —oco< X < 4 oo (—o0, +00) Fig. 262
no acotados —~co< x<b (—oo, b)
—~oo<X=<b (—oo, h)
a<x<-+oo (a, +o0)
asx<+oo la, +o0)

* En el eje numérico el extremo abierto de un intervalo se designa simbolicamente
por una flecha y el cerrado, por un punto en negrilla.
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Frecuentemente se estudian también funciones cuyo campo de
definiciénes un conjuntofinito o una sucesién infinita de nimeros aislados.
Muy a menudo se considera como campo de definicion la sucesién de
los numeros positivos enteros (la serie natural); los valores tomados
por tal funcién se pueden colocar en sucesion

f, £, 3, .. f), .

(funcion de argumento numérico entero).

También se estudian campos de definicién que representan diferen-
tes uniones de campos conexos y mimeros aislados.

METODOS DE EXPRESION DE UNA FUNCION. Una funcién puede ex-
presarse (definirse) de diferentes maneras, por ejemplo: por una tabla
de valores, por una grifica, por una o varias férmulas (en distintos
campos).

Ejemplos de funciones dadas por varias formulas y sus gréficas
(fig. 263)*:

—1 para x <0,
1) y={ Oparax =0, 2) yz{x para x = 0,

2
+1 para x > 0, x?parax =0,

1 "
— paran 0
3 y=1n p entero positivo
0 para n no entero positivo.

y Yy ¥

+] (e V 7 .

" ~ [} o S e ..
—a— ~] /l o

1) 2) 3)
Fig. 263

T

CAMPO DE DETERMINACION DE UNA EXPRESION ANALITICA. En el ané-
lisis matematico se estudian en primer lugar las funciones expresadas
por una férmula, donde en el campo de definicién de tal funcién se
incluyen todos los valores del argumento para los cuales la formula
analitica dada tiene sentido, es decir, toma unos valores determinados
finitos reales. Tal campo se llama campo de determinacion de la expresion
analitica. Corrientemente si no hay restricciones complementarias por

* T.as flechas indican que su punto extremo (el pico )no pertenece a la gréfica.
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campo de definicion (de existencia) de una funcién dada por una férmula
se entiende precisamente el campo de determinacién. En particular, en el
campo de determinacién no estin contenidos aquellos valores de Ia
variable, para los cuales la funcién: 1) toma valores imaginarios, 2) “es
infinita” (véase en la pag. 328 los tipos de discontinuidades de una
funcién), 3) toma valores indeterminados (véanse en las pags. 324-326
el célculo de limites indeterminados).

Ejemplos: 1)y = /1 —x?; el campo de determinacién es —1 = x =
=1;2)y = lgcos x; el campo de determinacién es —-% <x=< +%.
3; 52",...,(4—"#<x< (i";l)”...paranentero.

FORMAS FUNDAMENTALES DE EXPRESION ANALTICA DE UNA FUNCION.
Las funciones pueden expresarse explicitamente, cuando se da la expre-
sion de y mediante x [y = f(x)], implicitamente cuando x e y estén rela-
cionadas entre si por una ecuaci6n [F(x, y) = 0], por ejemplo: x24y2—
—1=0 6 x¥—xy =0; en forma paramétrica, cuando los valores
correspondientes de x e y estin expresados por una tercera variable,
llamada pardmetro {x = ¢(t), y = 9(t)], por ejemplo: x = a cos t,
y = asent.

FUNCIONES INVERSAS. Dos funciones y = f(x) e y = @(x) se llaman
inversas entre si, si para cada par de valores a, b que verifican la condicién
b = f(a), se verifica también la condicién @ = o@(b), y para cada par que
verifica la condicién a = @(b), se verifica la condicién b = f(a). Una de
las dos funciones inversas entre sf se puede llamar directa (es indiferente
cudl de ellas); entonces la otra funcién se llama inversa con respecto a la
primera.

Ejemplos de funciones inversas (fig. 264)

) y=xley=14x, 2) y=e¢ey=Ix
3) y=senx e y= Arcsen x.
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Para obtcner una inversa de una funcion directa y = f(x), sc deben
cambiar de lugares el argumento y la funcion; la ccuacion x = f(y)
determina implicitamente la funcion inversa a y == f(x). Resolvicndo la
ecuacion x = f(p) con respecto a y se obtiene en forma cxplicita la
funcion inversa y == @(x).

Las graficas de las funcioncs directas e inversas son simétricas con
respecto a las bisectrices de los angulos del primero y tercer cuadrantes
(véase fig. 264).

FUNCIONES ELEMENTALES* son las definidas por férmulas que con-
ticnen un numero finito de operaciones algebraicas o trigonométricas
efectuadas con ¢l argumento, con la funcién y con algunas constantes,
(Se entienden por operaciones: las cuatro operaciones aritméticas, la
clevacién a cualquier potencia y la extraccion dc la raiz, logaritmacion y
potenciacién con cualquier base, la aplicacion de una funcion trigono-
métrica o de una funcion trigonométrica inversa.) En lo fundamcntal,
las funciones elementales se dividen en algebraicas y trascendentes.

En las funciones algebraicas el argumento x y la funcion y estin
relacionadas entre si por una ecuacion algebraica de la forma

k
3 axmym =0,
=1

por ejemplo: 3xp®—4xy+x3—1 = 0. Si tal ecuacién se puede resolver
algebraicamente con respecto a y, entonces tencmos uno de los siguientes
tipos mas simples de funciones algebraicas:

1) La funcién entera (el polinomio): con las x sblo se efectiian las
operaciones de sumar, restar y multiplicar: y = ax"+ax" '+ ... +a,.
En particular, son funciones enteras: y = a (una constante), y = ax+b
(la funcion lineal), y = ax*+bx+c (la funcion cuadrdtica).

2) La funcidn fraccionaria (racional): con las x se cfectian las
operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir**. Una funcion
fraccionaria se puede representar siempre como la razén de dos funcio-
nes enteras:

__ agxttaxn—14+ ... tam
y= boxMm+ by xm—14 ... +by
ax+b
cx+d

LCn particular, y =
homogrifica).
3) La funcion irracional : ademas de las operaciones consideradas cn

se llama funcion lineal fraccionaria (funcion

* Véanse en las pags. 19-77 las tablas dc las funciones clementales mas simples;
. . e . . I
véanse cn las pigs. 89-111 las graficas de tas tunciones elementales,
** i no se puede evitar la division mediante simplificacioncs.
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el 2) con las x* se efectia la extraccion de la raiz**. Por ejemplo:

—_— 3 -
y=42x13, y = Vx-)/x

Las funciones trascendentes son aquellas en las cuales el argumento
y la funcién no pueden ser relacionados por una dependencia algebraica
del tipo Za;x™y* = 0. Las mds simples de ellas (/as funciones trascenden-
tes elementales) son:

1) Las funciones exponenciales: son aquellas en que la variable x o su
funcién algebraica figuran en el exponente de la potencia (por ejemplo:
y =€,y =a’,y=28"5),

2) Las funciones logaritmicas: son aquellas en que la variable x o su
funcion algebraica figuran bajo el signo del logaritmo [por ejemplo:
y=Inx,y=1Igx,y = log, (5x-3x)].

3) Las funciones trigonométricas: son aquellas en que la variable x o
su funci6n algebraica figuran bajo el signo de sen, cos, tg, ctg, sec, cosec
(por ejemplo: y = sen x, y = cos 2x+3), y = tg \/x)***,

4) Las funciones trigonométricas inversas: son aquellas en que la
variable x o su funcién algebraica estin contenidas bajo el signo dej
arcsen, arccos, etc. (por ejemplo: arcsen x, arccos /1 — x).

Todas las combinaciones posibles de las funciones trascendentcs y
algebraicas enameradas, cuando una funcién puede ser argumento de la
otra, dan las funciones compuestas o funciones de funciones, por cjemplo:
y=Insenx,y= m—mx::::—:?mx etc. Tales combinaciones de funciones
clementales, tomadas en cantidades finitas, dan también funciones
elementales.

FUNCIONES NO ELEMENTALES. Las funciones que no son elementales
pueden ser definidas de distintas formas, comenzando con una descrip-
cién simple de la correspondencia de valores del argumento y de la

* O con una funcidn racional de x.
** Si no se puede evitar la extraccion de raiz sacando factores de la raiz.

*** En el analisis se entiende por argumento x de una funcién trigonométrica sen x,
cos x, tg x, ... no sélo el angulo o el arco de circunferencia (como se hizo la primera
vez que tuvimos conocimiento de estas funciones en la trigonometria clemental) sino
cualquier valor; las funciones trigonométricas pueden ser definidas de forma puramente

analitica, sin auxilio de representaciones geométricas | por ejemplo, la funcién sen x por

su desarrollo en serie de potencias (véase la pig. 380) o como una solucién de la ecua-
2 . d)

cién diferencial E‘%+y = 0, con la condicién inicial x =0, y =0, E’:— = l]. Con

tal concepto de funcién trigonométrica, su argumento es numéricamente igual al arco
de la circunferencia expresado en radianes. Por esto, para calcular las funciones trigo-
nométricas, se pueden emplear las tablas trigonométricas corrientes, expresando el
argumento en radianes.
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funcién. En ¢l andlisis matematico se emplean frecuentemente los
siguientes procedimientos para definir las funciones no elementales*:
1) Mediante varias formulas matematicas (véase la pag. 314).
2) Por medio del paso al limite; en particular:

a) mediante series o productos infinitos (véase la pag. 348).

b) por medio de integrales definidas (con uno o los dos limites
variables), que no son expresables por funciones elementales (véase la
pag. 387).

c) por medio de integrales definidas con limites constantes que
contienen un pardmetro variable (véase la pag. 463).

3) Por medio de ecuaciones diferenciales, cuyas soluciones no se
expresan por cuadraturas.

4) Por medio de ecuaciones funcionales.

Para las funciones no elementales que tienen un valor tedrico o
practico se forman tablas, se construyen gréficas, se estudian las pro-
piedades. Tales funciones se llaman especiales; frecuentemente se les
dan ncmbres y notaciones especiales.

Ejemplos de funciones no elementales :

1) La parte entera de x: y es igual al niimero entero mayor que no
exceda a x. La designacion es: E(x); véase la grifica en la fig. 265.

2) El valor absoluto de x: y = { —i g:;: ;‘ j g

es: y = |x|; véase la grafica en la fig. 266,

La designacion

Y
YeE(x) - y=lxi
—
—-—

-

a7 z 7 z
Fig. 265 Fig. 266 Fig. 267
—lparax <0 desi .
3) El signo (“signum”) de x: y = 0 parax =0, La esngnacu’)r}
es: y = sgn x;
1 para x > 0.

véase la gréfica en la fig. 263, 1) de la pag. 314.

* A veces se puedo definir una misma funcién de diferentes maneras.
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1 para |[x|{ <1
1 6 y=11 -1 véase la gréfica
Traw O Y= ) ppard 1l =1; enla fig. 267.

0 para {x| > 1;

4)y = lim

n —» oo

z
sen x x3 x5 xT
=] dx 6 y=x—y3rt55 541
0

+ ...
x

La designacion es: y = Si (x) (“el integral seno”, véase en la pag. 424)

6) y =J. e~tx="ldt 6 y= lim
0

% —» oo

ninz—1
x(x+1)(x+2) ... (x+n=1) °

La designacion es: y = I'(x) (“la funcidn gamma”, véase on la pag. 185).

7) La solucién de la ecuacion de Bessel: x2y"'+ xy' +(x2—n?)y = 0,
con unas condiciones iniciales determinadas (“/as funciones de Bessel”,
véanse en la pag. 532).

ALGUNOS TIPOS DE FUNCIONES.

1) Funciones mondtonas son las que, para todo x, > x, perteneciente
al campo de definicién, verifican la condicién f(x) = f(x,) (funcion
mondtona creciente, fig. 268, a) 6 f(x,) = f(x,) funcién mondtona decre-
ciente, fig. 268, b); por ejemplo: y =
=e*y=Inx

Si esta condicién no se cumple para
todos los valores de x, pertenecientes
al campo de definicion, sino que se
cumple s6lo en un cierto campo (en un
intervalo, en un semieje), entonces la
funci6bn se llama mondtona en este o )
campo*.

2) Funciones acotadas. Una funcién
se llama acotada superiormente, si sus
valores no exceden cierto nimero, y acotada inferiormente, si sus
valores no son menores que cierto numero. Una funcién acotada
superior e inferiormente, se llama simplemente acotada.

Fig. 268

* Fr t te las funcionés mondtonas definidas anteriormente se llaman

é en 1de lio. Asi mismo, la funcién que verifica la condicién f(xg) > f(x;)
6 f(xg) < f(x,) (sin el signo =) se llama ] crecis (respecti te, 6
decrecienie) en sentido estricto. La funcién representada en la fig. 268, a es mondtona
creciente en sentido estricto y la representada er. la fig. 268, b es monétona decreciente
en entido amplio (en la parte 4B la funcién es constante).
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Ejemplos: y = 1—-x* est4 acotada superiormente =1y y=¢
estd acotada inferiormente (y > 0); y =senxestdacotada (-1 <y <
+1);y = T%x? estd acotada (0 < y < 4),

3) Funciones pares son las que verifican la condicién S(=x) = f(+x)
(fig. 269, @); por ejemplo: y = cos x, y = x*~3x+ 1.

9

) L]
Fig. 259 Fig. 270

4) Funciones impares son las que verifican la condicién f( —-Xx) =
= ~f(+x) (fig. 269, b); por ciemplo: y = senx, y = x3—x,

5) Funciones periddicas son las que verifican la condicién f(x+T) ==
= f(x); el numero T se llama periodo de la Suncién (fig. 270). General-
mente se llama periodo al menor niimero 7° que verifica esta condicion,

4. Limite de una funcién

El concepto de limite se ha considerado aqui sélo para funciones
de dos tipos: 1) para las funciones de argumento numérico entero
(véase la pag. 314) y 2) para las funciones con campo de definicion
conexo (véase pag. 313)*.

EL LIMITE DE UNA FUNCION DE ARGUMENTO NUMERICO ENTERO y =
=f(x)(x =1, 2,3, -:+» I ...) se determina s6lo para x — oo esto
¢s el limite de ia sucesion numérica** (1), f2), ..., f(n), ...:

A= lim f(x) = lim f(n).
X —» oo n—» oo
Ejemplos :
. 1 . 1\n
1) Iim —=0 2) lim (14+—) =e.
) ”n —» oo n ’ ) i —» oo ( n)

LIMITE DE UNA FUNCION DE ARGUMENTO CONTINUO (es decir, con
campo de definicion conexo).

* El concepto de !imite subsiste también para funciones con un campo de defini-
cién mis complicado; véasc sobre esto en los cursos completos de analisis.
** Véase la pag. 309.
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~

Definicion, La funcion y — f(x) tiene el limite A, cuando x — a:
A= lim f(x),

z—>a

si el valor de la funcion f(x) se hace arbitrariamente préximo al valor A4
cuando x se aproxima a a. Para el valor x = a la funcién puede no tomar
el valor A y, en general, puede no estar determinada.

Formulacion exacta: A = lim f(x), si dado un niimero positivo «,

z—a
arbitrariamente pequefio, se puede sefialar un niimero positivo 7 tal
que, para todo valor de x del intervalo a—% < x < a +7* (a la posible
excepcion del valor x = a), los valores correspon-

dientes de f(x) estan situados en el intervalo g

A—¢e < f(x) < A+¢€ (fig. 271). AE{__

Criterios de existencia del limite. A= f
1) Reduccién al limite de sucesién. La funcion 4-€ | :

f(x) tiene el limite 4, para x = a, si para una suce- | I
sion cualquiera de valores de x(x;, xp ... + s 5'
X, --.), pertenecientes al campo de definicion de ol ap

la funcxon y que tiene por limite €] nimeio q, la )
sucesion de los valores correspondientes de la Fig. 271
funcion [f(xy), f(xs), ..., f(x,), ...] tiene limite.

Este limite 4 es comun para todas estas sucesiones y es ¢l limite de la
funcion f(x).

2) Criterio de Cauchy. La condicién necesaria y suficientc, para que
una funcion f(x) tenga limite para x = q, es que para dos valores cuales-
quiera del argumento x, y x,, pertenecientes al campo de definicién de
la funcioén y suficientemente préximos a a, los valores correspondientces
de la funcién f(x,), f(x,) estén suficientemente préximos entre si.

Formulacion exacta. La condicién necesaria y suficiente para que
la funcidén f(x) tenga limite para x = a es que para todo valor positivo
arbitrariamente pequefio ¢, se pueda sefialar un nimero positivo 7 tal,
qale para cualesquiera x; y x,, pertenecientes al campo de definicion de
la funcion y que verifiquen las condiciones {x,—a| <7y [x;—a| < 7,
se cumpla la condicién

[fe)—f(x9)] < &.

El concepto de limite infinito de una funcién es andlogo al de limite
infinito de una sucesion (véase la pig. 311); con la notacién lim f(x) = oo

z—>a,
(el limite es infinito) se designa el caso en que el limite de la funcién no

* Si a es un punto frontera del campo de definicidn conexo, entonces esta desigual=
dad doble se sustituye por la simple desigualdad: a--9 < x 6 x < a+1.

21 14016
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existe cuando x — a debido a que f(x) crece indefinidamente en valor
absoluto cuando x — a.
Formulacion exacta: lim f(x) = eosi, dado un mimero positivo k

z-—>a
arbitrariamente grande, existe un numero positivo 7 tal, que para todo
valor de x del intervalo a—7 < x < a+7, los valores correspondientes
de f(x) son en valor absoluto mayores que X:

1f)| > K.

Si en este caso todos los valores de f(x) son positivos en el intervalo
a—17 < Xx < a+1, entonces se escribe lim f(x) = + oo; si son negativos,

z—>0
lim f(x) =~ oo,
zZ-~>a

Limites de la funcion a la izquierda y a la derecha. La funcién f (x)
tiene para x = a el limite 4 a la izquierda, si
p; ésta se aproxima arbitrariamente a A para va-
lores crecientes de x c}_ue se aproximan aa. La
L designacién es: 4 = f(a—0). Anélogamente
. 0-_]¢ z la funcidn tiene para x =a el limite 4 o la
derecha, si la misma se aproxima arbitraria-
Fig. 272 mente a 4 para valores decrecientes de x
que se aproximan a a. La designacion es:

A = f (a+0). Porejemplo, la funcidn f (x) = tiende a diferentes

1
1+e*™?
limites a la izquierda y a la derecha cuando x -+ 1: f (1-0)=1,
f(1+0) = 0 (fig. 272). .

Limite de una funcion cuando x -+ oo y x - — oo, El ntimero A se
llama limite de la funcién y = f(x) cuando x -+ + oo:
A= lim f(x),
z > 400
si, dado un numero positivo ¢, arbitrariamente pequefio, existe un
nimero N tal, que para todos los valores de x > N, los valores corres-
pondientes de f(x) estan situados en el intervalo 4—¢ < f(x) < A+¢.

Andlogamente,
A= lim f(x),
x —> - 00

si, dado un nimero positivo e, arbitrariamente pequefio, existe un
nimero —N tal, que para todos los valores de x < —N, los valores
correspondientes de f(x) estdn situados en el intervalo 4—¢ < f(x) <
< A+ ¢, Por ejemplo:
lim Loy, hm 2Lo1, Gim e =o.

X X

2 —>too & =~ 00 T > ~00
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Asi mismo, si para un crecimiento o un decrecimiento infinito de x, la
funcién crece indefinidamente en valor absoluto, entonces no hay limite
cuando x - + oo (x - —o0); lo cual se designa convencionalmente

asi:
lim f(x) =eo, lim f(x) =oo.

% =+ 00 Z — — 00
Por ejemplo:
. x3—1 . 31
lim — =t lim ~x—, = — oo,
X X!
£ —» 400 Z ~» =00
. 1—x3 . 1—x3
lim X =—oco, lim -7 =+eo,
X X
z —» 400 Z > — 00

TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE L{MITES DE FUNCIONES:
1) El limite de una funci6n constante es igual a este valor:

limAd = A.

2) El limite de la suma (de la diferencia) de un mimero finito de
funciones es igual a la suma (diferencia) correspondiente de los limites
de estas funciones:

lim. [fx)+p(x)—p(x)] = lim f(x)+ li_rzl‘qv(x)— lim_v(x).

3) El limite del producto de un nimero finito de funciones es igual
al producto de los limites de estas funciones:

lim [f(x) @ @) -p(x)] = lim f(x): lim p(x)- lim p(x).

4) El limite del cociente de dos funciones es igual a:

P lim f(x)
'X) z—>a < 3
Jim 55 == —‘T—'o’(—x) , siempre que zhm' e(x) = 0.

5) Si la furcién f (x) est4 comprendida entre otras dos funciones ¢ (x)
Yyv(): o) <f() <p®) y si limpx) =4 y lim p(x) = 4,

entogces
lim f(x) = 4.

zT=—r6

: 6) Una funcién mon6tona de argumento continuo tiene limite (finito
" o infinito) para todo valor de x (finito o infinito); una funcién mono-
tona acotada tiene limite finito para todo valor de x.
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ALGUNOS LIMITES BASICOS:
1) El nimero e: lim (l +—:—()z =e¢= 271828 ... (¢s un namery

X —» 0o
irracional). Véase en la pag. 19 la tabla de valores relacionados con ¢
El nimero e sirve de base del sistema dc logaritmos naturales (véase
la pag. 150).

DElmimeroC: lim (I+3+ 5+ ...+ -lnn)=C=057172. ..
fnl -0
(la constante de Euler).
sen x

3) lim — - = 1, sixes lalongitud dec arco o ¢l dngulo expresado
z—»0
cn radianes.

CALcuLo DE Limris. Para calcular los limites sc emplean fos (coremas
fundamentales indicados anteriormente y también los siguicntes pro-
cedimientos:

1) Transformacion de Ja funcion a una forma tal que ¢l limite sca
facil de encontrar.

Ejemplos :
= B | .
lim '\-’i' = lim (W2+x+1) = 3;
1 VT z-—»1
c Vidx-t o (VI -V D) 1 1,
lim Y222 = lim —— = limo-o o
-0 X z-—»0 x(\/1+x+l) £— 0 \/l+.\"il 2
. 2 .2 .
lim 222% o fiy 26020 _ 5 iy sen2r 2, ctc.
z—+0 x—»0, 2x 22— 0 2x

2) En los casos que se reducen a limites “indeterminados™ de los
tipos: ., =, 0: 00, co— o0, 0%, oo0, 1>, s¢ apdlica la regla de L' Hospital:
a) Limites indeterminados de los tipos %6 E .Sif(x) = :gg— , ¥ las
funciones @(x) y y(x) estin definidas en un intervalo que contienc al

punto a* y poseen en cste intervalo derivadas finitas [y'(x) = 0], siendo
lim @(x) =0y lim »(x) =0 (“limite indeterminado, del tipo % )
r—>a z—»a
o
lim @(x) =coy lim g(x) = oo ("limitciudctcrminado, deltipo = ”) ,
z—> 8 z-—>a
se tiene:
lim f(x)= lim 2&

z—>a x> a W’(x),
suponiendo que estc limite existe o es igual a o (regla de L' Hospital).

* En el propio punto ag(x) y w(x) pucden no cstar definidas.
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Si lim :{3 representa de nucvo un limite indeterminado del tipo
z—-»a

0 , o .
9= entonces s¢ aplica esta regla, por segunda vez, etc.

Ejemplo:
2 cos 2x
. In sen 2x . sen 2x . 2tgx
lim - === = lim -= lim = > =
z_»0 InSENX z-—»0 COSX z-»0 'B2X
sen x
2
. cos? x . cos? 2y
= lim -5 = lim ——'= =
z-»0 2 z >0 CUS°X

cos? 2x

b) Limite indeterminado, del tipo 0- o>, Si f(x) = @(x)-yp(x) [con las
mismas condiciones que en el caso a)ly lim @(x) = 0, im p(x) =oo
z—>a z—>a

(“limite indeterminado del tipo 0- =), entonces para cncontrar el limite

lim f(x)se transforma la funcion al tipo ",("fl 6 "(iq , lo que se reduce
z—>a

al caso 2 6 = v e
0 %%
) . Y . -2
Ejemplo: lim (z—2x)tgx— lim 725 = lim - 20 =2,
z— 72 z-»n2 clg.x z—> 72 _ ul -

sen x
©) Limite indeterminado del tipo oo— oo. Si f(x) = @(x)—p(x) ¥y
lm @(x) = oo,-lim p(x) = co(“limite indeterminado del tipo oo — oo™),
xX—>a r—>a
entonces para encontrar el limite lim f(x), la diferencia @(x)—y(x) se

zT-—>a

transforma algebraicamente al tipo % o Z . Esto sc puedc hacer por

diferentes procedimientos [por ejemplo: p—y = (—':7 - :;)J—]

Toy

. RERT x 1 T
Ejemplo: :]lg,l (-&;j— 1':?.&) = lim

z-»1

Aplicando dos veces la regla de L’Hospital obtenemos:

lim (:v_lnx-—x+l)_ lin lnx \ _ lim _x-_ =1
Xinx—inx) = ”( 1)‘ m\i )T

d) Limites indeterminados de los tipos 0°, oo%, 1°°, Si f(x) = @(x)¥Ny
lim @(x) =0, lim w(x) = 0, entonces se debe primeramente encontrag

E—>a 22— ¢
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el limite A4 de la expresion Inf(x) = y(x)-In @(x), el cual tiene la forma
0- oo (caso by, y después elevarlo a potencia, es decir, calcu’ar e4,

Ejemplo: lim x*= X;Inx*= xInx; lim xlnx =
X—0

z—>0

= lim —= = lim (-x)=0,InX =0, X = 1.
z-—> 0

En consecuencia, lim x* = 1.
x-»0
En los casos o=y 1°°, se procede andlogamente.
3) Ademds de la regla de L'Hospital para calcular los limites inde-
terminados se emplea el desarrollo de funciones en serie de Taylor.
Por ejemplo:

x3  x8
x»-(x-———}———«—..,)
. - . 3t s 1 2 1
lim 2200 = fim —— 2220 T gim (ﬁ—% )-— -
x>0 X z-»0 x z-»01\7°

5. Infinitésimos

DeFINICIONES. Una funcién o de la variable x se Hama infinitamente
pequefia (también se dice que es un infinitésimo) cuando x — g, si su limitc
es igual a cero ( lim « = 0]. Sia = c(constante) y lim & = 0, entonces

T —>a J
¢ = 0%, es decir, para las cantidades constantes sélo el cero es un infini-
tésimo.
Si la funcién 4 de la variable x tiene limite infinito cuando x — g
(véase la pag. 321), entonces la funcién se llama infinitamente grande o
infinita para x - a.

PROPIEDADES FUNDAMENTALES. Siea, 3,7, ... son infinitésimos y 2
es finito (es decir, que no tiene limite cero ni infinito), entonces: 1) la
suma y la diferencia a4 f+y+ ... son infinitésimos (si el numero de
sumandos estd acotado); 2) el producto «-8 o a-a es un infinitésimo;

3) el cociente% es un infinitésimo (si a = 0); 4) el cociente % puede
ser un infinitésimo, una cantidad finita, una infinita o ser una cantidad
que no tiene limite.

Ejemplos: 1) & = sen x, § = 1 —cos x,y = x% Cuando x 0o, By

SN . . 1—cos: . .
v son infinitésimos; lim £ = tim .- cf’t Y= 0; lim £ = fim 1=°08%

z—+0% z_,0 SCN t>0? x>0

* Ellimite de un valor constante ¢s igual a si mismo,
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=%; lim 2 = lim ”_:“l:oo;portanto,f-csuninﬁnit&eimo,ies
z—+07 z—=+0 L] 4

una cantidad finita y % es un infinito.

da= %, 8= (-nl)“ (n es un numero entero). Cuando n - oo,
a y B son infinitésimos; el limite lim = = lim (~1)" no existe.

u—»mp n —»00

ORDEN DE LOS INFINITESIMOS. Dos infinitésimos tienen un mismo
orden si su razén es una cantidad finita, si — es un infinitésimo entonces
« es un infinitésimo de orden superior a 8; si % es un infinito, entonces
% es un infinitésimo y « es de orden superior a y.

Ejemplo: Las funciones 8 == 1 —cos x y ¥ = x? son infinitésimas del
mismo orden; B y ¥ son infinitésimos de orden superior a « = sen x.

Un infinitésimo « se llama de orden m con respecto a otro infinite-
simo B, si el orden de « es igual al orden del infinitésimo g,

Ejemplo: Con respecto al infinitésimo x (cuando x - 0) el sen x es
un infinitésimo de primer orden y 1—cos x es un infinitésimo de se-
gundo orden.

Dos infinitésimos son equivalertes si el limite de la razén de los
mismos es igual a 1.

Ejemplos: los infinitésimos: x y sen x son equivalentes (cuando
x - 0); los infinitésimos x® y 1 ~cos x no son equivalentes.

Cuando se busca el limite de la raz6n de dos infinitésimos, cualquiera
de ellos se puede reemplazar por un infinitésimo equivalente sin variar
por ello el limite.

6. Continuidad y discontinuidades de las funciones

CONCEPTOS DE CONTINUIDAD Y DE DISCONTINUIDAD. La mayoria de
las funciones que se estudian en el andlisis matematico son continuas, es
decir, para pequefias variaciones del argumento x, la funcién y también
varia muy poco y la grifica de esta funcion es una curva continua
“ininterrumpida”. Para algunos valores de x la continuidad puede dejar
de subsistir, interrumpiéndose la gréfica, o sea, la funcién tiene una
discontinuidad; los valores del argumento en los cuales la funcién tiene
discontinuidades, se llaman puntos de discontinuidad. En la fig. 273
estd representada Ia grafica de una funcién continua en todos los puntos
a excepcidn de los puntos de discontinuidad A4, B, C, D, E, F, G (las
letras se refieren a las proyecciones de los puntos)*.

* Las flechas en la grafica denotan convencionalmente que el punto que se encuentra
en el pico de la flecha no pertenece a la grafica; el puato en negrilla se considera perte-
neciente a la grafica.
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DEeFINICIONES. Una funcién y = f(x) sc llama continua para el valor

x = a (en el punto x = a), si 1) el valor a pertenece a su campo de de-
finicion y 2) existe el limite lim f(x) y éste es igual a f(a)*.

x—>a

Si la funcién esta dada y es continua para todos los valores de x cn

¢l intervalo desde a hasta b, entonces se llama continua en este intervalo

(abierto, cerrado o scmiabierto, véase pag. 313). La funcién que esti

dada y es continua en todos los puntos del ejec numérico se llama

continua en todo el eje. La funcion es discontinua en aquellos puntos a

(“puntos de discontinuidad”)** que estin situados en €l interior o en la

frontera del campo de definicién de la funcion y en los cuales Ja funcion

no esté definida, o el valor f(a) no coincide con

; el valor del limite lim f(x) o el lim f(x) no

x> a x—>a
existe.

Si f(x) es continua en todos los puntos dc
cierto intervalo, a excepcion de un nimero
finito de puntos aislados, en lossque f(x) tiene
discontinuidades finitas (véase mds adclante),
entonces la funcion se llama continua a trozos;
su grafica esta formada por varios arcos de
curvas.

TIPOS DE DISCONTINUIDADES DE LAS FUN-
. CIONES QUE SE. PRESENTAN FRECUENTEMENTE.

Fig. 273 1) Discontinuidad infinita (“la funcion tien-
de a infinito”): es ¢l caso mds frccuente que
sc presenta (los puntos B, C, E de la fig. 273).

Ejemplos :
f( =tg x, f(%—()) = {00, f(-’zi_{—O) = —oo**¥* (véase la grafica

en la pag. 106) (tienc una discontinuidad dcl tipo del punto E de la

fig. 273); f(0) = i3 S(1=0) = + o0, f(140) =+ eo (tiene una
1

discontinuidad del tipo del punto B de la fig. 273); f(x) = e= 1

f(1-0) = 0, f(140) = oo (tienc una discontinuidad del tipo del punto
C de la fig. 273, con la diferencia de que f(x) no esta dada en el punto 1).

* La segunda condicién se puede reemplazar por la siguiente, que es equivalente:
para el infinitésimo o, la diferencia § = f(a-+a)—f(a) es un infinitésimo (a un incre-
mento infinitésimo del argumento corresponde un incremento infinitésimo de la funciony,

** Sj la funcion esta dada sélo hacia un lado del valor dado del argumento x =

(por ejemplo, - 4/ x parax =0, arcos x para x =1), no se habla sobre una discontinu idad
de la funcién, sino sobre una ruptura de la funcién.
*** Véase en la pag. 322 las designaciones simbaolicas de f(a-0) y f(a 1 0).



CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDADES DE LAS FUNCIONES 329

2, Discontinuidad finita: cuando x pasa por el valor g, la funcién
“salta” de un valor finito a otro (los puntos 4, F, G, de la fig. 273).
El propio valor de f(x) para x = a puedc no estar dado (el punto G),
puede coincidir con el valor f(a—0) 6 f(a-+0) (el punto F)y puede ser
distinto tanto de f(a—0) como de f (a+0) (el punto A).

Ejemplos:
fx) = ! ~y f(1=0) =1, f(1+0) = 0 (véase la grifica en la

I4+e*7?
pag. 315). f(x) = E(x) (véase la fig. 265 dc la pag. 318) f(a—-0) = a1,
f@+0) =a; f)= lim oo (véase la fig. 267) f(1-0) = 1,

fA+0) =0, (1) = 5.
3) Discontinuidad evitable: existe el lim f(x): f(a-0) = f(a-+0),

pero en el punto x = g la funcidn no esta dada o tienc un valor f(a) #
# lim f(x) (el punto D de la fig. 273). Este caso de discontinuidad se

z—>a

llama evitable, pues asignando a f (@) el valor lim f(x)(“agregando un

r—»a
punto a la grifica”)* la funcién se hace continua. Los diferentes casos de
“indeterminaciones” que se calculan por la regla de L’Hospital y por
otros procedimientos, y que dan como resultado un limite finito (véanse
las pags. 324-326), representan ejemplos de discontinuidades evitablcs.

Ejemplo: f(x) = ‘/—L}'\il para x = 0 da una indeterminacién del

Vifx-1
) ) . NSl Z para x # 0
tipo 9 , lim f(x) = —%; la funcién f(x) = x P
z—>0 5 para x = 0

es continua.

CONTINUIDAD Y PUNTOS DE DISCONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELE-
MENTALES. Todas las funciones elementales son continuas en su campo
de definicion; los puntos de discontinuidad de estas funciones no perte-
necen al campo de definicion. Véase en la pag. 286 el estudio completo
y la construccién de la grafica de una funcién elemental; véanse en las
pags. 89-110 las graficas de las funciones mas simples. Aqui solo se
exponen las nociones generales sobre las discontinuidades de las fun-
cioncs clementales.

* O trasladando en la grafica el punto (D) “que ha saltado”.
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Las funciones enteras (1os polinomios) son continuas en todo el ejc
numerico.

Las funciones fraccionarias g‘(i)) [P(x) y Q(x) son polinomios]
son continuas en todo ¢l eje numérico, a excepcién de aquelios valores
de a, para los cuales Q (x) = 0, pero P(x) = 0 para este valor x = a la
funcién tiene una discontinuidad infinita. Si @ es una raiz comun de]
denominador y del numerador, entonces la funcién tiene una disconti-
nuidad infinita solamente si el orden de multiplicidad de la raiz del
denominador es mayor que el orden de la raiz del numerador; en caso
contrario la discontinuidad es evitable.

Funciones irracionales. Los radicales (con exponentes enteros) de
las funciones enteras son funciones continuas para todos los valores de
x que pertenecen al campo de definicidn; en las fronteras de estos
campos puede haber discontinuidades finitas (la raiz de indice par,
donde se considera su valor aritmético, en la frontera entre los valores
positivos y negativos del subradical). Los radicales de las funciones
fraccionarias tienen discontinuidades en aquellos puntos x en los que la
funcion subradical es discontinua.

Funciones tiigonométricas. Las fuaciones scn x y cos x son continuas
en tode el eje numérico; tg x y sec x tienen discontinuidades infinitas

para x = w; ctg » y cosec x tienen discontinuidades infinitas

para x = nn (n es el niimero entero).

Las funciones trigonoméiricas inversas arctg x y arcctg x son conti-
nuas en todo el eje numérico, las funciones arcsen x y aracos x tienen
discontinuidades en las fronteras del intervalo de su definicion (—1 =
=x=+I).

La funcion exponencial € 6 a* (a > 0) es continua en todo el eje
numérico.

La funcidn logaritmica log x (con cualquier base positiva) es continua
para todos los valores positivos de x y es discontinua en el puntox =0
( lim log x = — oo, el limite a la derecha).

z—0

En el caso de una funcién elemental complicada, el estudio de las
discontinuidades se efectia para aquellos valores del argumento en los
cuales tienen discontinuidades las funciones simples contenidas en la
composicién de la funcién complicada (segiin los casos considerados
anteriormente).

Ejemplo: Determinar las discontinuidades de la funcién y =
1

ez—z

®,
xsen v 1-x
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El exponente 71"2’ tiene una discontinuidad infinita para x = 2;
1

e*=? tiene una discontinuidad infinita para x = 2.

(e;—'l-?)z-t—o =0, (erii)z-n.o = oo,

El denominador de la expresion de y es finito para x = 2; por tanto,
la funcién, para x = 2, tiene una discontinuidad infinita del tipo del
punto C de la fig. 273.

El denominador se anula para x = 0 y para aquellos valores de x
que-anulan la funcién sen 3/1—x; estos tltimos corresponden a Jas
raices de la funcién /1—x = nn 6 x = 1373, donde n es un niimero
entero. El numerador no se anula para ninguno de estos jvalores y para
losvalores x =0, x =1, x =142 x = 14873, x = 14+2723%, ... la
funcidn tiene discontinuidades infinitas de! tipo del punto E de la fig. 273,

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

1) El paso por cero (teorema de Cauchy). Si una funcidén f(x) estd
dada y es continua en un intervalo cerrado [a, b} y en sus extremos los
valores f(a) y f(b) tienen signos distintos, entonces entre a y b existe
(por lo menos uno) un valor ¢ en el cual f (x) se anula:

f©)=0(@<c<b).
(Interpretacién geométrica: una curva continua que pase de un jado del
eje x al otro, corta este eje).

2) Teorema del valor intermedio. Si una funcién f(x) estd dada y es
continua en un campo conexo y en dos puntos a y b (a < b) de este
campo, toma valores desiguales 4 y B:

f@=4, f(by=B, (4= B),
entonces, para cualquier nimero C comprendido entre 4 y B, existe
por lo menos un punto ¢ entre a y b tal, que
fe)=Cla<c<b;, A<C=<BO6A>C=>B)
(“la funcién f(x) toma todos los valores intermedios entre A y B”),

3) EXISTENCIA DE LA FUNCION INVERSA*. Si una funcién f (x) est4 dada
en un campo couexo I en este campo I es continua y monétona criciente
(o monétona decreciente) en sentido estricto (pag. 319), entonces para
esta funcién existe una funcién inversa @ (x), definida en el campo II
de los valores que toma la funcion f (x), la cual es uniforme, continua y

* Véanse las pags. 315-316.
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mondtona creciente (respectivamente, monodtona decreciente) también
en sentido estricto (fig. 274 a y b).

4) Teorema sobre la acotacion de la funcion. Si una funcion f(x)
esta dada y es continua en un intervalo cerrado [a, b}, entonces la fun-
cién esta acotada en este inter-
valo, es decir, existen dos nime-
ros my M tales que

m=f(x) <M,

4

para
a=x=b.

5) Existencia del mdximo y
minimo absoluto. Si una funcién
J(x) esta dada y es congtinua en
un intervalo cerrado [a, b}, en-
tonces cn este intervalo existe
por lo menos un punto ¢ tal, que
el valor f(c) es el maximo entre todos los valores de f (x), y existe por lo
menos un punto d tal, que el valor f(d) es el minimo entre todos los va-
lores de f(x):

f@Q=f(x) y fd)<fx) (@a=sx=<b).

La diferencia entre el miaximo y minimo absolutos de una funcion
continua se llama oscilacién de esta funcidn en el intervalo considerado.*

6) Una funcién continua en un intervalo cerrado es también unifor-
memente continua en este intervalo (véase mdas adelante).

CONTINUIDAD UNIFORME. Una funcion y = f(x) se llama uniformie-
mente continua en el campo dado de definicion, si para cada nimero
positivo ¢ se¢ puede seflalar un numero 7 tal, que para dos puntos
cualesquiera x; y x, pertenecientes al campo de definicion de la funcion
y cuya distancia entre si sea menor que 7, la diferencia entre los valores
correspondientes de la funcién f(x;) y f(x,) es en valor absoluto menor
que €:

Fig. 274

[fx)—f(x)| <= e para |x;—x,i <7

La continuidad uniforme significa que en todas las partes del campo
de definicién de la funcién, es suficiente un mismo grado de proximidad
de dos valores del argumento para obtener un grado determinado dc
proximidad de los valores correspondientes de la funcién,

Una funcién continua en un campo dado no es siempre uniforme-
mente continua en el mismo.

* El concepto de oscilacién de una funcién se puede hacer extensible aiin a lfas
funciones que no tienen mdximo ni minimo absolutos. Sobre esto, véase en-los cursos
completos de anilisis matemiitico.
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7. Funciones de varias variables

DEFINICION. La variable u se lama funcidn de n variables x, y, z, .. ., t
(los argumentos), si para valores dados de estas variables, el valor u
toma un valor determinado (funcidn uniforme) o varios valores deter-

“minados (funcién multiforme). Designaciones: la funcién de dos varia~

bles: u = f(x, y), la funcién de tres variables: u = F (x, y, z), la funcién
de n variables: u = ¢(x, y, 2, ..., t). El conjunto de n numeros que
representan los valores correspondientes de cada variable se llama
sistema de valores de los argumentos*.

Ejemplos: La funcion de dos variables 4 = f(x, y) = xy?, para el
sistema de valores x = 2, y = 3, toma el valor (2, 3) = 2.3 = 18.
La funcién de cuatro variables u = @(x, y, z, t) = x In (y—zt), para el
sistema de valoresx = 3,y =4,z = 3,7 = 1, tomael valor¢(3, 4,3, 1)
= 3-In(4-3-1) = 0.

REPRESENTACIONES GRAFICAS.

Representacion grdfica del sistema de valores de los argumentos. El
sistema de valores de las dos variables x e y puede ser representado en
el plano por un punto P de coordenadas cartesianas x e y (véase la pag.
228); el sistema de valores de las tres variables x, y, z, puede ser repre-
sentado en el espacio por un punto P de coordenadas cartesianas x, y, z.
Para un sistema de cuatro variables o de un nimero mayor de ellas
tal representacion es imposible; sin embargo, por analogia, se ha con-
venido llamar al sistema de n valores de las
variables x, », z, ..., t, punto del espacié n-
dimensional de coordenadas x, y, z, ..., t. En el
ejemplo anterior el sistema de nimeros (3, 4, 3,
1) es un punto del espacio de cuatro dimensio-
nes con coordenadas x =3,y =4, z=3,¢t = 1.
Por esto a la funcién de varias variables se la llama
también funcion de un punto (véase la pag. 608).

Representacion grdfica de una funcién de dos .
variables u = f(x, y). Andlogamente a ld gréfica Fig. 275
de una funcién de una variable, la funcidn de
dos variables se representa grdficamente por una superficie cuya
ecuacion es: u—f(x, y) = 0 (fig. 275) (véase la pag. 253). Por ejemplo,
la funcién u = 1——;5-:;— estd representada por un plano (